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REFLEXIONA Y RESUELVE

Concepto de primitiva

B NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

@ a)Jldx=x b)Jde=2x C)J.\de=\/§x
@ a)J.Zxdx=x2 b)de =x72 c)Jsxd =37x2
_ 7x? x . _ x? _ 22
@ a)J.7xdx—T b)J‘3 dx s c)J.\/Exdx >
4 2 J.sz dx = x? b) sz dx = %3 C)J-sz dx = ZTXS
@ a) J6x5 dx = x° b) st dx = %6 c)J-3x5 dx = %xé = x7

B POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

6) a)|Dx2dx=x1= 1
© o]

X
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a)J(x_—ls)sdx=J(x_3)—3 dx = (x—3)2% _

-1
-2 2(x — 3)?

5 =J 1 _
b)J(x—s)de B ey R Ty

B LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS

©

i

a) J%xl/Z dx = x32 = \x3

b) J.%\/; dx = J’%xl/z dxc = 332 = N3

a) J.\/; dx = ijéxm d = 2532 2 23
3J 2 3 3

b)J‘7\/; dx = 7'[\/; dx = %\/F

a)J\/S_xdx=jV§'V;dx=J\g@dx=@J\Rdx=ﬁ\/ﬁ=—2\/§?

0 [22% - [ e - 2 2 - 2V

a) J%x‘l/z dx = xV2 = x
b) J— dx =

a)sz/_ dx = 3J— dx = 3Vx

5/2
b)jS\/F dx = 5_|.x5/2 dx =5 9;;2 =2Vx5

a)J—d —_[— —d VSTc

b)J\l7x3 dx = WJW dx = %W

B /RECUERDAS QUE D(In x)=1/x?

a3

1
a) J.— dx =In |x|
x

b)J.—d =— 5 dx—gln|5x|

2V 23

15
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16 a)J. L dx=in|x+5|

x+5

3 _3 2 _3
b)J.2x+6dx_E o dx 5 In|2x+ 0|

B ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

@ a)Jcosxdx =sen x

b)JZ cos x dx = 2 sen x

a) Jcos

b) J.cos 2x dx = %J’Z cos 2x dx = % sen 2x

T
X+
2

dx = sen (x+ E)
2

@ a) J'(—sen x) dx = cos x

b) J.sen xdx =—-cosx

a) Jsen(x—n) dx = —cos (x — )

b) Jsen 2x dx = %JZ sen 2x dx = _—21 cos 2x
@ a) J(l +1g% 2x) dx = %J.Z(l + 1% 2x) dx = % 1g 2x

b)J.t,g2 2x dx=J.(1 +1g22x - 1) dx=J(1 +1g% 2x) dx—Jl dx = % g 2x — x

H ALGUNAS EXPONENCIALES

@ a)J.exdx= eX

b)J‘e""ldx=eerl

@ a) Jezx dx = %JZQZ’C dx = %ezx

b)J’er+1 dx = lJ.26,2x+1dx= le2x+l
2 2
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1. Calcula las siguientes integrales:

a) j 7xt dx b) J'% dx
4 _ 2 _
C)J‘x 5x%+ 3x 4dx
X
4 =2 _
e)jx 57 + 3% 4d.x ﬂj\/;dx
x+1
4 =2 _
g)J.7x 5’;;3’“ * dx h)Jde
[ x + V543 ~ [ V5x3
1)J.—dx ])J‘3 dx
3x Vx
5 5
a)J7x4dx=7-x—+k=7i+k
5 5
1
b)-[idx=J’x—2dx=x—+/e=i+/e
x2 -1 X
2 4 2
L)J. x+3x 4dx=J.(x3—5x+3—%)dx=%—%+3x—4ln|x|+/e

3
dx=J(x2+2x+4+ Sz)dx=%+x2+4x+81n|x—2|+/€

G)Ix—Sx *3x-4 x=J(x3—x2—4x+7—

)dx=
x+1

x+1

== - 2+ 7x—11In|x+ 1| + &

3/2 3
DJ.\/;dx=J.xl/2dx=x +/€=2\/x7+

g)J7x4_SX;2+5x_4dx=J(ZCL:)dx—J(Sx_f)dx+J(i_9§)dx—j(%)dx=
J7x2dx dex+J dx — j dx =

4
S N T R
3 X
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) - 3 =
h)Hsz dx=jsfsx2/5dx="@- ’;? R

x + V52 1/3 3/2
D J‘\/;J;—XSde=J'x5 olx+J‘—\/g;; dx=%J.x‘2/3dx+ gjxl/zdx=
X

+ k

1
3 1/3 3 32

53 - x3/2 13/6 Y13
]')J‘SS—de=J;/§—xdx= z/gjx7/6dx=;/§-x +k=6\/§3x + kb
V3x 3«13 \E V136 1333

3
X V5 &3 NP e 2’V95x
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2
2. a)J(Sx—S tg x) dx = SJ-xdx—S Jlgxd = % —5(=In|cosx|) + k=

3x2

= +5In|cos x| + k

b)j(5 cos x +3%) dx = SJ‘cosxdx+J'3xdx= 5 sen x + % + kb

C)J.(S g x—5 cos x) dx = 3J.tgxdx—5'|‘cosxdx= 3 (— In|cosx|)—5senx+ k=

=—3In|cosx| -5 senx + k

dJle—xd - 10" _ 5 g
) ( S dx = S T

3
3. a)J.x2 1 dx =3 arcigx + k

2x
D[P e = i 2+ 1] + ke

x2-1 -2
C)J'x2+1dx=J.<1+ x2+1)dx=x—26lrctgx+/e

12
d)J'(x; ) dx=J‘x2+22x+1dx=J.<l+ 22x )dx=x+ln 2+ 1] +k
x“+1 x*+ 1 x+1
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1. Calcula:
a) Jcos4 x sen x dx b) sten X cos x dx
5
a) Jcos4 X sen x dx = —JCOS4 x(=senx) dx=-95"%X 4+

Sern x
b)J'Zse’”‘ cos x dx = ZLZJ.Z“””‘ cosx-In 2 dx = 2
n

k
In 2 !
2. Calcula:
a)Jcotgxdx b)J.foldx

21)-|‘C()z‘gxdx=-’-M dx = In |sen x| + k

sen x
bJ-S—xdx=2J-2—xdx=iarct x2) +k
k x4+ 1 2J 1+ x?? 2 g ()
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1. Calcula: Jx sen x dx

Llamamos I = J.x sen x dx.

u=x du=dx

1=—xcosx+J.cosxdx=—xcosx+ senx+k
dv = sen x dx, v=—cosx

2. Calcula: Jx arc tg x dx

Llamamos [ = J.x arc tg x dx.

u=arcilgx, du= de
+Xx
52
dv=xdx, v=—
2
2 2 2
I=x—arctgx—lj( X )dx=x—arctgx—lj-(1— 1 )dx=
2 2 1+x2 2 2 ]+_x2
2

2
3 arctgx—%[x—m’ctgx] + k= x? ozrctgx—%x+l arclgx+ k=

=21 arctgx—%x+/e
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3. Calcula: Jx4ex dx
I= Jx4ex dx
Resolvamosla integrando por partes:
u=x% > du=4x3 dx
dv=e dx — v=e¥
I=xe* - Jex4x3 dx = xe* — 4Jx3ex dx
1, = Jx3ex dx = x3e* — 3x2eX + Gxe™ — Ge*

(Visto en el ejercicio resuelto 2 de la pagina 344)
I = x%e* — 4[x3e” — 3x2e™ + 6xe™ — 6] + k =

=xteX — 4xdeX + 12x2e" — 24xe™ + 24~ + k
4. Calcula: J.senz x dx

I= J.sen2 x dx

Resolvamosla integrando por partes:
u=senx — du= cosxdx
dv=senxdx — v=-cosx

= —Sen X cos x — '[(—cos X)Cos X dx = —sen x cos x + jcosz X dx =
= —sen x cos x + J(l —sen? x) dx = —sen x cos x + J.dx— jsenz X dx =

= —SQVZXCOSX"'X—JSQVZZ,X&[X

Es decir:

X — sen X cos x
I=-senxcosx+x—1 — 2[=-senxcosx+x — I=f+k
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2 _
1. Calcula: J-M dx
x—4

5 2
3x* —5x + 1 dx='|.(5x+7+i dx=3i+7x+29ln|x—4|+/e
X—4 4 2
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2. Calcula: Ju dx
2x +1

_—xXx—- — +

3x2—5x+1dx_J'(3 13 . 17/4

2x + 1 2 4 2x + 1
2
=3 x——ﬁx——ln|2x+1|+/e—
2 2 4
2
=%—%x—%ln|2&c+ 1| +k
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3. Calcula:
5x-3 —2x+6
a)jx3—x dx b)J (x-1)3 dx

a) Descomponemos la fraccion:

S5x -3 _ 5x—3 A B C
X

=2+ 2 4+
xd—x xx—-Dx+ 1 x—-1 x+1

Sx—=3 _ Alx—Dx+ 1D+ Bx(x+ 1D+ Cx(x—1)
53 _ x(x—Dx+ 1)

S5x—-3=A(x—- D@+ 1+ Bx(x+ 1)+ Cx(x—1)
Hallamos A, B 'y C dando a x los valores 0, 1y —1:
x=0 = 3=-4 = A=3
x=1 = 2=2B = B=1
=-1 = -8=2C = C=-4

Asi, tenemos que:

5x—_3dx=J‘(é+ 1 ___4 dx=3mn|x|+nlx-1-4 n|lx-1| +k
x3 - X X x—1 x+ 1
b) Descomponemos la fraccion:

X-26+6 _ A ., B . _C _ Ax-1*+Bx-D+C

(x-1)3 x—1 (x —1)? (x—1)3 (x—1)3
x2-2x+6=Ax-1D?+Bx-D+C

Dando a x los valores 1, 0y 2, queda:

A
6=A-B+C B
6=A+B+C | C

I
N O =
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Por tanto:

2_
J'x 2x+6dx=J'( 1, 5 dx=In|x—1|- —2 +&
(x - 1)? x=1 (-1 200 = 1

4. Calcula:

x3+22x2-12x+8
a) x*_ 4x2

dx

b)J‘ x3—4x2%+ 4x
x4 —2x3 - 4x2 + 8x

a) xt —dx? = x2(x? - 4) = x2(x— 2D (x+ 2)
Descomponemos la fraccion:
X3+ 22x% - 12x + 8
x2(x—=2)(x+2)

-4, B,
X xz

x5+ 22x2 - 12x+ 8
x2(x—2)(x+2)

_ Ax(x = 2)(x + 2) + Blx — 2)(x + 2) + Cx*(x + 2) + Dx*(x — 2)
x2(x—2)(x+ 2)

X3+ 22x2 - 12x+8=Ax(x—2)(x + 2) + Bx —2)(x + 2) + Cx2(x + 2) + Dx*(x = 2)

Hallamos A, B, C y D dando a x los valores 0, 2, -2 y 1:

x=0 = = 4B = B=-2
x=2 = 80=16C = C=5
x=-2 = 112=-16D = D=-7
x=1 = 19=-34-3B+3C-D = -34=-9 = A=3
Por tanto:
3 2 _
J'x + 22x 1ZX+8dx=J.(é—i+ 5 7 N ux-
_x4_4x2 X .X‘Z X -2 X+ 2

-3 in|x| +%+Sln|x—2| —Tin|x+2| +k

b) La fraccion se puede simplificar:
X3 —d4x? +dx x (x — 2)? 1

X203 —dx2 + 8x  x(x—2)%(x+2) x+2

3 _ 2
J A7 AT dx=J. 1 dx=In|x+2| +k
X% — 2x3 — 4x% + 8x x+2
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Integrales casi inmediatas

1 | Calcula las siguientes integrales inmediatas:

dx
) | (4x2-5x+7)d b)| =
aJ. x x x J‘%/;
C)J 2x1+ 7dx d)j(x—sen x)dx

3 2
H)J‘(4x2_5x+7)dx=%_%+7‘x+k

5
b>J—dx = 20 e SN
Tx 4/5 i

L o1
C)J 2x+7dx— 5 n|2x+7| +k
X2
d)J'(x—senx)dx=7+coxx+/e

2 |Resuelve estas integrales:

2) J (x2 + 4x) (x2 — 1) dix b) j (x — 1) dx
C)J.\/S_xdx d)j(senx+ eX)dx

3
a)J(x2+4x) (xz—1)dx=J-(x4+4x3—x2—4x)dx=%D+x4—x?—2x2+/e

b)J(x-DS dx = (’“‘Tm e

3/2 A 3
C)J@dx=.[\/§xl/2dx=\g§/2 i k=2 ;x +k

d)J.(senx+ex) dx =—-cosx+eX+k

10 Unidad 12. Célculo de primitivas
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Calcula las integrales siguientes:

a)J ‘S\I—de b)j sen(x —4)dx

c)J 72 dx d)J. (e*+3e™)dx
cos? x

3/x 1 1 443 33 [«
—dx=——| xVBdx= =" +k=21|"— +k
a)J 5 ax %J.x A T + % 5

b)Jsen (v — 4)dx = —cos(x— 4) + &

5
<) j 5
cos? x

d J e+ 3eM)dx=e"—3e>+k

dx=71gx+k

Halla estas integrales:
2 dx x +\Nx 3
a)dex b)jx_1 c)j o dx d)J1+x2dx

a).l.zdx=21n|x| +k
x

b)J AX_ _pplx—1| +k
x—1

)J'x+\/7 (%+x‘3/2)dx=ln|x|—i+/e

Vx

d)J' 5 dx=3arcigx+k
1+ x?

Resuelve las siguientes integrales:

o35 Pty ofe-va o] T

a)J dx =n|lx—-4| +k
x—4

-1

b X - k

| —df -

o [ G- trax - —(x—34>3 +

d)J = =J(x—4)—3 PG Iy A S
(x — 43 -2 2(x — 4)?

Unidad 12. Célculo de primitivas
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6 |Halla las siguientes integrales del tipo exponencial:

a)Jex_/‘dx b)je_2x+9dx
<) J e dx d)J. (3% — x3)dx
a)Jex‘4dx=ex‘4+/e
b)Je‘zx"9dx=_—;J.—Ze‘z’”9dx=_—zle‘2’”9+/e

5x - 1 5x - 1 5x
C)J'e dx——J.Se dx = =—e> +k

5 5

0 [Gr—xdyax - 3 — % oy
J YT s T

7 |Resuelve las siguientes integrales del tipo arco tangente:

2dx 5dx 4 dx

)J1+9x2 )J4x2+1 C)J3+3x2 d)J4+x2
2 dx 3 dx 2

a)J.1+9x2— J.1+(3x)2_§m”g(3x>+k
de 2dx 5

) 4 dx _ 4 dx _ to x4 b

‘ J3+3x2 31+ 1) 5.[1+x2 ER

+ k

o ) Vi o1 V2 1
J4+x2__[1+(x/2)2 x‘zJ.1+(x/2)2 MR B

8 |Expresa el integrando de las siguientes integrales de la forma:

dividendo . resto
——————— = cociente + ——
divisor divisor
y resuélvelas:
5x+4 2x2+2x+4 x3-3x2+x-1
)J w1 dx b)j o dx c)j dx

5 2
a)J‘x —5x+4 dx=J-(x—6+ 10 )dx=x__6x+loln|x+1|+/e
x+1 x+1 2

2
b)J.xﬂsz+4 dx = J-(x+1+ 5 )dx=x—+x+3ln|x+1|+/e
x+1 x+1 2

12 Unidad 12. Célculo de primitivas
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3 _ 2 _
C)Jx Sx7+ x 1dx=j(x2—x—1— 3 \ax-=
xX—2 xX—2

2
=——7—x—31n|x—2| +R

Halla estas integrales sabiendo que son del tipo arco seno:
dx dx e~ dx
== w[ s o e o ——0
V1 — 42 V4 — x2 V1 — e?> V1 — (In x)?
) j dx ! 2 dx ! arc sen (2x) + k
D | V—= | == N
Vi-4x2 2J)A1-@v? 2
1/2 dx

b
)J 4 — x2 V1 = (x/2)?

X
=arc sen |—| + k

dx = arc sen (e¥) + k

S el ey

dx
d) (*) En el libro deberia decir: j—
xV1 = (In x)?

1/x dx

dx
Jx‘\/l — (In x)? B N1 = (In x)?

= arc sen (In |x|) + k

Integrales de la forma jf(x)" . f'(x) dx

Resuelve las integrales siguientes:

3
3 v
a)'[cosxsen x dx b)j (x + 12 dx
x dx 1
~ In3
C)J(x2+3)5 d)jxln x dx
4
a)J‘cosxsen5xdx=%+/e

3 - N € Ve
b)J(x+1)2dx—5j(x+1) dx = 3 - ke

-1 x+1
- 2 —4
dj—mx N C ) Rl I S ek Ny S S
(x*+3)° 2 2 —4 S(x2 + 3)}

4
d)J.%ln3xdx= %&I— +k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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11 |Resuelve las siguientes integrales:

b) J’senxdx

a) | sen x cos x dx 3
cos

2x dx x dx
C)J. V9 — x2 d)J. Vx2+5

2

a)Jsenxcosxdx= sen2 X ik
—4
b)J sen x dx =—J(—senx)-cos‘5xdx= —COS X L p-= 1 +k
cos® x -4 4 cost x
2x dx _O- x2)V2
C)J = 2w V2= 2T = N9 x2 4k
9 _ x2 1/2

X dx 1 1 (x2+ 5)1/2
- = 2 —1/2 - = 77 2
d)J o ZJZx(x R . X245 +k

12 |Resuelve las siguientes integrales:

\/ﬁ _ d b arcsenx
a).[ X x(x-1dx )j W
2
C)J% dx d)j V(1 + cos x)3 sen x dx

a) J\/xz —2x (x = Ddx = %J\'xz —2x @2x—2)dx =

o 12 e -
2f(x 2012 2x - 2) dx

_ 1 ?-2032 ‘b N(x? — 2003

+ k
2 3/2 3
1 arc sen? x
b)dex=I—arcsenxdx=—+k
V1 — x? V1 — x2 2
1+ In x)? 1 1 3
c>jﬂdx=J<1 N B NN €l X DA
X X 3

d)J N(1 + cos x)3 sen x dx = —J (1 + cos )32 (—sen x)dx =

(1 + cos x)%?2 ‘h —2N(1 + cos x)° ‘h

5/2 ' 5

14 Unidad 12. Célculo de primitivas
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s13

Integracion por partes

Aplica la integracion por partes para resolver las siguientes integrales:

a)Jxlnxdx b)jx e%* dx
c)JSx cos x dx d)j m(2x-1) dx
X
e)J.;dx t)jarctgxdx
g)Jurc cos x dx h)J’x2 In x dx
a)Jxlnxdx
1
u=nx — du=—dx
X
2
dv=xdx — v=x7

2 2 2
Jxlnxdx=x—lnx—.[£dx=x_[n|x| X 4k
2 2 2 4

b)Jx e dx

u=x — du=dx

1
dv = e> dx —>U=Eezx

JXQZde=£62x_J'l62xdx=£82x_l62x+/€
2 2 2 4

C)J.chosxdx= SJ.xcosxdx

u=x — du=dx
dv=cosxdx — v=senx

3J‘xcosxdx= 3xsenx—Jsenxdx} =3[xsenx +cosxl +k=

=3xsenx + 3cosx + k
d)Jln(Zx—l) i

2

u=mnm2x-1 — du=
2x—1

dv=dx — v=x

Unidad 12. Célculo de primitivas

15



Jln(Zx—l)dx=xln(2x—l)—J- 2 =

2x — 1
Cxtm@e—D- [[1+—1 an-
X in X — —‘[ 2x—1) X

=xin (2x—1)—x—%ln QRx-D+k

X

u=x — du=dx
dv=e>d 5 p=_e=dx

X
J.—xdx=— e*’“+J‘e*’“dx=—xe’x—e*x+/e
e

) Jarctgxdx

u=arcigx — du=
1+x

dv=dx — v=x

1
1+ x2

dx=xarctgx—%J‘ 2X gy =

J‘arctgx=xarctgx—J‘
1+ x2

=xm’ctgx—% n(1+x?)+k

2) J. arc cos x dx

-1

V1 — &2

u=arccosx — du=

dv=dx — v=x

X
Jarccosxdx=xarccosx+J—dx=xarccosx— N1 —x2 +k

V1 — x2

h)J‘x2 In x dx

u=hnx — du=ldx
X

3

dv=x%dx — U=x7

szlnxdx=m— x—zdx=m—x—3+k

3 3 3 9

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Resuelve las siguientes integrales aplicando dos veces la integracion por
partes:

a)J x2 sen x dx b)j x2 e2* dx
<) J e~ sen x dx d)j (x +1)?% e* dx
a) J.xz sen x dx

u=x* - du=2xdx
dv=senxdx — v=-cosx

J.xz sen x dx = —x% cos x + J.Zx cos x dx = —x? cos x + ZJ.x cos x dx

| S
I
U, =x — du1=dx
dvl=cosxdx — v, =senx
11=xsenx—J.senxdx=xsenx+cosx
Por tanto:
J.xzsenxdx=—x2cosx+2xsenx+2cosx+/e
b) |x2 e?* dx
u=x2 — du=2xdx
1
dv=e*dx — Z)=—2€2x
52
Ixz e dx=762’“ —J.xezx dx
| —
L
U =x — du1=dx
1
— 52X — 2x
dv, = e dx — 7)1——29
X 1 X 1
I =_92x_j_82xdx=_82x__82x
L2 2 2 4
Por tanto:
2 2
X X 1 X X 1
2 ,2x — 2x 2x 2x — 2x
xceNdx=—e*r——eF+—eFth=|"—-—+—|e+k
_[ 2 2 4 (2 2 4

17



18

) J.exsenxdx
{u=ex — du=e"dx

dv=senxdx — v=-cosx

Ie" sen x dx = —e* cos x + J.ex cos X dx

| ——

1

{u1=ex — duy = e dx

dv, = cosxdx — v =senx

I, = e* sen x—Je” sen x dx
Por tanto:

Iex sen x dx = —e® cos x + eX sen x — J.ex sen x dx

ZJ.exsenxdx =eYsen x—e¥cosx

eXsen x—eX cos x
Iexsenxdx= + kR

2
@ J(x 12 e dx

u=+1? - du=2x+1)dx
dv=eXdx — v=e~

J.(x+ D?e¥ dx = (x + 1)? ex—ZJ(x+ 1) e* dx
[N S —
I
{u1=(x+ D = du,=dx

dvy =e¥dx — v =e”*

I =(x+ 1)ex—J.exdx=(x+1)ex—ex=(x+1—1)ex=xex
Por tanto:

J.(x+ D2eXdy=(x+12%e¥—2xeX+ k=

=2 +2x+1-20eX+hk=(x2+De¥+k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Integrales racionales

15 | Aplica la descomposicion en fracciones simples para resolver las siguientes

integrales:

1 3x3
o[ e W] g

1 x2+1

c),[x3—4x2—25x+100 dx d)J. X2+ x

4 X
e),".%'2+.9c—2dx f)JAx2+4x+3dx

x3-2x%+x-1 -16

g)J X7 _3x+2 % h)j x?_2x_15 &

1
Syt
1 A B A=-1/5
xX2+x-6 x+3 ’ x—=2 < B=1/5

J' ! dx=J.;1/5 dx+J~ 15 dx=—lln|x+3|+%ln|x—2|+/e

x2+x-6 +3 ) 5

33
b) J m dx

33 x% -4
3x3 12x

—3x3+ 12x  3x -4 =3x + 24
12x

3 12 2
J X - J.(3x+ zx)dx=3x £ 6 |x?— 4] +k
x? X4 -4 2

-4

) 1
¢ Jx3—4x2—25x+1oo

— 4x2% - 25x + 100 = 0
1 -4 =25 100
5 5 5 -100

| 1 1 20 | o0
-1 £+1 +80 x ==
2 40920 = = -
X“+x-20=0 — x > <x=4
! —A+B+C —>A—iB—iC—l
—4x2-25x+100 x-5 «x+5 x—4 10’ 90’ 9
! dx In | 5|+—l |+ 5] = l |x— 4] + &
Jx3—4x2—25x+100 10”x 90 ¥ o T

Unidad 12. Célculo de primitivas
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x%+1
d d
)J.x2+x *

Por el mismo procedimiento:

X2+ 1 —x+1 1 2
2 =1+ =1+—-
X°+x X+ x x x+1

241
x2 dx=x+In|x|-2n|x+1 +k
x% +x

4
e).[x2+x—2 dx

4 A B
5 = +
X“+x-2 X+ 2 x—1

— A= i B—i
3’ 3

J‘%dx=—iln|x+2| +iln|x—1| +k
Xc+x—2 3 3

2
x
D,[x2+4x+3dx

x? 4x + 3 A B 9 1
2 =1-"3 =i * A=—, B=—~
X4 +4x+ 3 X4+ 4x+3 x+3 x+1 2 2
2
X 2 -1/2
[ [ (22 22
X4+ 4x+ 3 x+3 x+1
1
=x—21n|x+3|+—ln|x+l|+/e
2 2
3 2
x° —2xc+x-1
dx
g)J x2—3x+2
3 2 -
X9 —2x*+x-1 2x -3 A B A=1
=x+1l+——m—"  =x+1+ +
x2—3x+2 * x-2x-1D ~ x—2 x—1<B=l

x+1+

x3-2xt+x-1
7= = |
X“—3x+2

x—2 x-1

52
=7+x+ln|x—2| +in|x-1] +k

h) Andlogamente:

16 (2, 2
,[xZ—Zx—li v Hx—s x+3

dx ==2In|x—-5| +2n|x+3| +k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD | 12
Resuelve las siguientes integrales:
2x—4 2x+3
S Fesirersly D[ o =
1 3x—2
o] oG @[ g
) J __2x-4
(x—D*(x + 3)
Descomponemos en fracciones simples:
2x—4 -4 B + <
-D*@x+3) x-1 (-1 x+3
2x — 4 _ Alx—D(x+3) + Blx+3) + Clx—1)?
(x—D? (x + 3) (x=D? (x +3)
2x—4 = Alx— D(x+3) + Blx + 3) + Clx— 1)
Hallamos A, B y C:
x=1 —> -2=4B - B=-1/2
x=-3 — -10=16C - C=-5/8
x=0 — —4=-34+3B+C — A=5/8
Por tanto:
J' 2x — 4 o = 5/8 dx+j _=1/2 j 5/8
(x=D*(x+3) x-1 (x—l)2
=iln|x—l|+l-;—iln|x+5|+/e,=iln =l L gy
8 2 (x-1D 8 8 T+ 3T 20— 2
_ 2x+3
b
)j x-2)(x+5)
Descomponemos en fracciones simples:
2x+3 .. A4 . B _ Ax+5+Bx-2)
x-2)(x+5 x-2 x+5 (x=2)(x+5)

2x+3=A(x+5) + Blx—2)
Hallamos A y B:

x=2 = 7=7A4 - A=1

x=-5 — -7=-7B — B=1}
Por tanto:

v [ [ e
(x-2)(x+5) x—2 x+5

=n|lx-2| +In|x+5| +k=h|x-2Dx+5]| +k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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<) J. S S
(x =1 (x + 3)?
Descomponemos en fracciones simples:

1 __A ,_B

+
x-Dx+3? x-1 x+3 (x+3)>

1 _ Ax+3)+ Blx—Dx+3)+ Clx-1

(x—1 (x+3)?

Hallamos A, B y C:

Por tanto:

oo @]t a]

(x =1 (x+3)?

1=Ax+ 32 +Blx-—Dkx+3)+Clx-1

x=1 — 1=164 — A=1/16
x=-3 — = —4C — C=-1/4
x=0 — 1=94-3B-C — B=-1/16

- oL
—16ln|x 1] 16Zn|x+3|+

~1/16 dx+j V.

(x + 3)2

1 1
4 (x+3)

x—1
X+ 3

3x—2 _ 3x -2
Vi ) a2a2

Descomponemos en fracciones simples:

iy Tk

3x -2 __A4 B _Ax+2)+Bx-2)

3x—2=A(x+2) + B(x-2)

Hallamos A4 y B:

x=2 — 4=44 - A=1
xX=-2 — -8=-4B — B=2

Por tanto:

3x—2dx=J’ 1 dx+J 2
x2_4 X —2 X+ 2

=|x-2| +2mn|x+2| +k=mh[|x-2|(x+2?] +k

-2 (x+2) x—-2 x+2 x—2) (x+2)

Unidad 12. Célculo de primitivas



PARA RESOLVER

UNIDAD | 12

17 |Resuelve las siguientes integrales:
a) Jx4 e dx b) J-x sen x2 dx c) J-V (x +3)5 dx d) J. % dx
a) J'x4 X dx = %J. Sxt e dx = %exs +k

b)J.xsenxz dx = %J.szenxz dx =

C)J. Vix +3) dx=J.(x+3)5/2 dx = (x

d)J _ddx - _J

Resuelve estas integrales:

—12x
2-6x2

_ 1

2_

18

a)J'x-Z‘xdx b)jx3senxdx
a)J'x-Z*xdx
u=x — du=dx
X
dv=2"%dx — v=
In?2
J.xZ‘de= —c- 277 2= dx =
In 2 n 2
_ X2 2 +h
In 2 ([n2)2
b).[x5senxdx

{u—x3 —  du = 3x?%dx
dv=senxdx — v=-cosx

1

u, =x* = du =2xdx
dvy = cosxdx — v =senx

I, = x? senx—zjxsenxdx

| —

L

U, =x — du2=dx
dv, = senxdx — v,=-cosx

]2=—XCOS.X'+J.COSX(/ZX=—XCOS.X'+

Unidad 12. Célculo de primitivas

-1
= cosx*+k

7/2
+—3)= %'\,(‘x+3)7 +]€

7/2

— In|2-6x2| +k

9 J. e* cos x dx d) j x5 e dx

—x 2™ + 1
In 2 n?2

J.Z‘x dx =

Jx3 sen x dx = —x3 cos x + Ssz cos x dx
%(_/

sen x

23



24

19

Ast: [} = x2 sen x + 2x cos x — 2 sen x
Por tanto:

jx3senxdx=—x3 cos x +3x2senx+ 6xcosx—6senx+k

c) J. eX cos x dx

{u=ex — du = e~ dx

dv=cosxdx — v=senx

I=exsenx—Jexsenxdx
| —

I

{u=ex — du = e~ dx

dv=senxdx — v=-cosx

I, = —cosxe* + J'ex cos x dx

I=e"senx— (—cosxeX+1)
2] = eX sen x + e cos x

eX sen x + e cos x
I= > + R

d) st e dx = Jx5 X2 e dx

u=x3 — du=3x%dx

3 _ 3
dv=x%e™"dx — U=?1e’x

—_xd ; 3
st e di= ZX o 4 J-xz e dx = X o 1 e + k=
3 3 3
3
= (=x’ -1 e—x3 +k
3
Calcula las integrales racionales siguientes:
x+2 1
T b [ Gy 4
2x%2+7x-1 2x%2+5x-1
d dD|——-5—4d
)Jx3+x —x-1 Y )Jx3+x2—2x X
X+ 2 (1) 1 2x 2 1
)J 711 S w2a deer dx=?ln(x2+1)+2m’ctgx+/e
+ 2)d. 2
(1) Hacemos JA(XZ# = J( 2x +— dx
xc+1 xc+1 xc+1

Unidad 12. Célculo de primitivas
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1
b)J 2 G P

Descomponemos en fracciones simples:

1 _ A . B N C . D
x-D?x+1D? -1 -1 @+ &+1D?

1 _Alx— D(x+ 1D? + Bl + D + Clx + D(x—1)? + D(x — 1)?
(r =12 e+ D? (o — D? (x + 12

1=Ax-Dx+D?+ Blx+1D*+ Clx+ D(x—1)2%+ D(x—1)?

Calculamos A, B, C y D, dando a x los valores 1, -1, 0y 2:

x=1 — 1=4B — B=1/4 A=-1/4

x=-1— 1=4D — D=1/4 B=1/4

x=0 = 1=-A+B+C+D — 1/2=-A+C C=1/4

x=2 = 1=94+9B+3C+D — 3/2=94+3C = -1/2=34+C D=1/4
1/4 1/4 1/4

J(xz J<_1) o [t [ e [ G e
-1 1 1 1 1 1

=il - eyl - ey k=

x+1

-1 1
=—|/ 1]+ -1 +1] +
o CAE R e AL ST

-1 x-1 . 2x k
4 x+1| x%2-1
) 2x%+ 7x—1 2x% + 7x -1
x =
¢ ,[x3+x2—x—1 (x— D+ 1?
Descomponemos en fracciones simples (para ello, encontramos las raices del
denominador):
2x% + 7x -1 A B C

(x— D+ D> x-1 A1 +(x+ 1)2

202+ 7x—1  Alx+ D*+ Blx-Dx+ D+ Clx-1)
(r— D+ D? (= Dx+ D?

22+ 7x—1=Alx+ 1D?+ Blx—D(x+ 1D+ Clx-1

Hallamos A, By C:

x=1 — 8=44 - A=2
x=-1 —» -6=-2C - C=3
x=0 - -1=A-B-C — B=0

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Por tanto:

2x%+ Tx -1

k- — _dx=2n|x-1]| -
Jx3+x2—x—1 x—1 X+ 1)2 * nlx—1] X
& 2x*+5x—1 2x?+5x-1 p

Jx3+x Jx(x—l)(x+2)

Descomponemos en fracciones simples:

2x*+5x-1 _A4 B C
xx-Dx+2) x x-1 x+2

2x*+5x—1  Alx—D(x+2) + Bx(x+ 2) + Cx(x—1)
x(x—Dx+2) K — D(x + 2)

2x2+5x—1=Ax— D(x+2) + Bx(x+2) + Cx(x—1)

Hallamos A, By C:

x=0 —> -1=-24 — A=1/2
x=1 —= 6=38B — B=2
x=-2 — 3=6C — C=-1/2
Por tanto:

2 _ —
J2x+5x LI Il/zdx J'x_ e J'1/2 _

x3+ x?% - 2x X+ 2
1 1
=?ln|x|+21n|x—1| —Eln|x+ 2| +k=

12
=ln(—(x 1)\/;)+Ie

X+ 2

Para resolver la integral J cos3 x dx, hacemos:

cos3 x = cos x cos? x = cos x(1 — sen? x) =

= c0oS X — cos X sen? x

Asi, la descomponemos en dos integrales inmediatas. Calcilala.

Resuelve, después, j sen3 x dx.

3
sen- x
+k

o Jcos3xdx=Jcosxdx—jcosxsenzxdx=senx— 3

. J.sen5 xdx = J-sen x (sen? x) dx = Jsen x(1 = cos? x) dx =

cos3 x

= J.senxdx—J.senxcoszxdx=—cosx+

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD |12
Calcula:
S e b T
C)J.xs—?)xszxj?;x—l dx d)J. x3—2i§:93x+ 18 dx

a)J. dx =J‘ d.x
xr-x-2 X+ Dx-2)

Descomponemos en fracciones simples:

1 A + B _ A(x-2)+ B(x+1)

x+Dx-2 x+1 x-2 (x+ 1 (x-2)
1=Ax-2)+ Bx+1)

Hallamos A y B:
x=-1 - 1=-34 — A=—1/3}
x=2 — 1=3B — B=1/3

Por tanto:
J’ dx dx:J’—l/S dX+J B
x2—x—2 x+1 x-—2
=iln|x+1|+%ln|x—2|+/e=
S Y e A
3 x+1

b)J %t +2x 6 dx=J(x—1+—3x2_6 )dx
x(x— D+ 2)

Descomponemos en fracciones simples:

3x2 -6 A, _B C

x(x—=Dx+2) X x-1 X+ 2

3x2 -6 Alx— 1D (x+2) + Bx(x+ 2) + Cx(x—1)
x(x—D(x+2) x(x—Dx+2)

3x2—6=Alx— D(x+ 2) + Bx(x+ 2) + Cx(x—1)
Hallamos A, By C:
=0 — -6=-24 — A=3
1

- -3=38B — B=-1
=2 > 6=06C - C=1

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Por tanto:

4
J'—x+2x—6 dx=J‘(x—1+i— LR )dx=

x5+ x2% - 2x

[S)

%—x+51n|x| —In|x—-1| +In|x+2| +k=

2
=‘X__x+ln
2

x3(x+2) b
x—1

2 2
9] J' 5% dx = J X
x3—3x? +3x -1 (x—1)3
Descomponemos en fracciones simples:
2
S5x -4 B + C

x-1D3 x-1 (x-1D* (x-1)3

- Alx—1D?*+Blx-D+C
(x—1)3

5x2 = Alx—1)?+ Blx- D+ C
Hallamos A, B y C:

1 —- 5=C A=5
2 - 20=A+B+C B =10
0 - 0=A-B+C c=5

X
X
X

Por tanto:

J‘ sz dXZJ.( S + 10 + 5 dxz
x3—3x2+3x -1 x-1 (x-17? (x-1)3

=5h|x-1] - 10 > +k

x-1 20— 12
x3—2x%-9x + 18 -2 -3)(x+3)

Descomponemos en fracciones simples:

2x—-3 .4 . B . _C
x-2Dx-3)(x+3) Xx—-2 x-3 x+3

2x—3 _Ax—3)(x+3) + Blx—2)(x+ 3) + Clx—2)(x - 3)
x-2)(x-3)(x+3) (x=2)(x=3)(x+3)

2x—3=Ax—-3)(x+3) + Blx—2)(x+3)+ Clx-2)(x—3)
Hallamos A4, By C:

x=2 — 1=-54 — A=-1/5
x=3 = 3=06B - B=1/2

x=-3 = -9=30C — C=-3/10

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Por tanto:

j 2x — 3 dx
x3—2x%-9x + 18

I

-1/5

, 172

UNIDAD | 12

+ -3/10

x—2

x-3

x+3

3

=%ln|x—2| +%ln|x—3| —1—Oln|x+3| +k

Resuelve las integrales siguientes:
a) J

1
c)J dx
xlnx

1
C)J' senx(z/x) d

In x

arc tg x
j— x

1+ x2

1-senx
b)
x+cosx

d)J' 1+ex

ex+x
2 3
ﬂj X

sen X

h)J. cos*

2
a)Jmedx=J.% lnxdx=ln—2|ﬁ|-+le

— sen x
b)J. dx=1In|x+cosx| +k
X+ cos x

C)J.xl

n x n x

1/x

d)J L+et dx=ln|ex+x| +k

dx = | L= dx=In|In|x|| +k

e) J sen (1/x) dx = —J =L sen (l) dx = cos(l) +k
x2 x2 X X

- J’ (2 _
e
hy [ X

X+ 2

1+x

sen X
COS

Unidad 12. Célculo de primitivas

1 5 arc 1g x dx =

)dx=2x—7ln|x+2| +k

2
arc;g X +h

—J. (=sen ) (cos )4 dx = —(cos ) | b=

-3

3 cos3 x

29



Pagina 358

23 | Calcula las integrales indefinidas:

a)J semlx b) j In (x —3)dx
c)j l"\/; dx @ j In (x% + D dx
e)j(ln x)Pdx f) je" cos e*dx
g)_[ 1 —1x2 dx )j (11 +J:32
)_[ sen\ . zJ’ o e ) doe= 2 cos (V) +

b)Jln (x —3)dx

dx

u=mnmkx-3 — du= 1
X

dv=dx — v=x

Jln(x—3)dx=xln|x—3| _ijS dx = x In|x - 3| —Jll + 33 dx =

=xn|x-3| -x-3Mm|x-3| +k=(&-3)In|x-3| —x+k

ln\/;dx
1 1 1
u=ln\/; - du=— ——=—dx
Vao 2Vx  2x
1
v=—dx — dv=2Vx
Vo

JZ \/—dx 2Vx nVx - J. dx = 2\x In \Vx - jrdx—

=o2VxmVx—2Vx+k=2Vx(nVx- 1D +k

d)Jzn (x? + Ddx

u=mmx*+1) — du= dx

x2+1
dv=dx — v=x

30 Unidad 12. Célculo de primitivas
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Jzn(x # D dx=xln 2+ 1) - J' dx =
x2+1
=xln(x2+1)—J.(2— 2 )dx=xln(x2+1)—2x+2mfcz‘gx+/e
x?+1
e)J(lnx)zdx
w=nx? = du=2Unx) -~ dx
x
dv=dx — v=x
J(lnx)zdx=x(lnx)z—zjlnxdx=xln2|x|—2xln|x|+2x+/e
£) J.ex cos e¥dx = sen eX + k
-1
) S
(x+Dx-1D
Descomponemos en fracciones simples:
-1 ;| B _ Ax-1D+Bx+1
x+Dx-1D x+1 x-1 x+Dx-1
Hallamos A4 y B:
x=-1 - -1==24 — A=1/2 }
x=1 —> -1=2B — B=-1/2
Por tanto:
J‘ 1 dx:J’( V2, —1/2)dx=
1—x2 x+1 x—1
=%ln|x+1|—%ln|x—1| +k=1In jzii +k
2
h)J(l‘X) ddx dex=‘[(x—3+ 4 )dx=
x+1 x+1
=x7—3x+4ln|x+l|+/e
Unidad 12. Célculo de primitivas 31




s24 |Resuelve:

1
a)J1+exd

@ En el numerador, suma y resta e”.

b jg”_i

@ Descomponla en suma de otras dos.

1 @D [fl+e¥—e”
o [ e 4=
X

[

(1) Sumamos y restamos e* en el numerador.

1+e¥ eX d
_—_—— X =
1+eX¥ 1+e¥

=x-n(1+eX)+k

1+e"

3dx

b)j%dx=]ﬁdx+'[ﬁ=

1 —2x 3
— | V— dx+J— dx =
ZJ. V9 — x? N9 — x?

- 3
9o +3J. \ll—(x/3)2

=9 —x% + 3 arc sen % +k

25 |Resuelve por sustitucion:

a)J.x x+1dx b)J.xiiz/; C)J.

x
dx
Vx +1

1 1 Vx
d)J.—dx e) J. dx f)J. dx
xVx + 1 x +\x 1+x
@& a),c),d) Haz x+1=t% b) Haz x =t% e), f) Haz x =12

a) J.x\'x +1 dx
Cambio: x+2 =12 — dx=2tdl

3
Ix\lx+ 1 dx = J(zz—l)t 2tdt—f(2¢4 212) dt = ?—%+Ie=

_ 2V N+ D?
5 3

32 Unidad 12. Célculo de primitivas
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DY [
x—Vx
Cambio: x=1t% — dx=413dt

dx [ 4dt _ [ 4> dt
x—Vx g B-1

=%ln|§/§—1| +k

2
A3Ed A s g k-
3 3

13-1

X
— d.
C)J 1 X

Cambio: x+1=1t> — dx=2tdt

X (Zz—l) J. 2 2t3
dx=J. C2tdt= | Qt--2)dt= —— -2t+ k=
J"\/x+1 t 3

\ 3
MEALC ARVl (x3+1) —2Nx+1 +k

1
d)J.—dx
xNx+ 1
Cambio: x+1=1t> — dx=2tdt

2tdt _ 2 dt

—
xVx+ 1 (2= Dt +DGE-1

Descomponemos en fracciones simples:

2 A _, B _ AG-1D)+ B+ 1)

G+DG-1  1+1  1-1 G+ DG-1

2=A¢-1D+ B¢+ D
Hallamos A y B:

t=-1 — 2=-24 - A=-1
t=1 —= 2=2B — B=1

Por tanto:
2 dt -1 1
= + dt=-In|t+1| +n|t-1| +k=
G+DG-D I(z+1 z_1) n|t+ 1] +inlt-1]
==L vk
t+1
Asi:
j—l dx = | Y211 g
xVx+1 Vx+1+1

Unidad 12. Célculo de primitivas
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1
e)J.— dx
x+Vx
Cambio: x=12 — dx=2tdt

1 2t dt 2 dt
— x| - [ 2 =2l 1] v
j_x+Vx >+t r+1 | |

=2 (Nx +D+k

b J 1\/4-;96

Cambio: x=12 — dx=2tdt

Vo . 2
J‘ x dx:J’t 2tdt=J’21 dtzj‘(z_ 2 )dz‘=
L+x 1+12 1+ 1+ 2

=21‘—2arctgt+/e=2\@—2arctg\/;+/e

Resuelve, utilizando un cambio de variable, estas integrales:

dx
a)JVl—dex b)J.eszex
)Je2x+1 d)j1+V;dx

@ g) Haz x =sent.

a) Hacemos x =sent — dx = costdt

J-\ll—xz dx=JV1—sen2t costdt=jcosztdt(i)j(%+ COSZZt) dt =

t+1 2 2t dt [+1 21+ k
=—+—|2cos =—+—sen
2 4 2 4

1 + cos 2t
2

(1) cos? t =
Deshacemos el cambio:
sent=x — cost=\1—x?2 ;L= arcsen x
sen 2t =2sentcost=2x\1— x?

Por tanto:

1
J.Vl—xz dx=7(arcsenx+x\ll—x2 )+Ie

Unidad 12. Célculo de primitivas
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dx
b)J. e>* — 3e¥

1
Hacemos el cambio: e*=t — x=nt — dx=—dt

dx 1/t 1 1
Ier_sex _I 12— 3t dl_jtﬁ—Stz dt_.[ 2a_n U

Descomponemos en fracciones simples:

1 A B C At(t—3) + B(t—3) + Ct?

2t-3 1 271 3 12(1- 3)

1=At(t—3) + B(t—3) + Ct?

Hallamos A, By C:

)

t=0 —> 1=-3B — B=-1/3
=3 — 1=9C - C=1/9
r=1 — =24-2B+C — A=-1/9

Asi, tenemos que:
1 -1/9 -1/3 1/9
.[tz(t—S) dt_.[( ARy L

-1 1 1
=—mn|t|+—+—=In|t-3]| +k

9 3 9
Por tanto:
dx -1 1 1
J.m=?lnex+3?+§ln|ex—3|+k=
= —x+i+—ln|ex 3| +k
9  3e* 9

) eSx eX
¢ J e +1

. 1
Hacemos el cambio: eX=1t — x=nt — dx=—dt

3x X 3 2
e —e -t 1 t-—1 2
J. e + 1 dx__[t2+1 'TdZ_J-t2+1dt_J(1_t2+l

=t—2arctgt+hk=e"-2arcig(e®) +k

1
d d
)J1+\/9—c :

Hacemos el cambio: x=1t2 — dx=2tdt

e [2290 [y 2
.[1+( jl+t J(_1+t

=2Vx —2m A +Vx)+k

dr=2t-2In|1+1t| +k=

Unidad 12. Célculo de primitivas
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s27 |Encuentra la primitiva de f(x) = que se anula para x = 0.

1+3x

F(x)=J;dx=lJA 5 av=Lin|1 43| vk
1+ 3x 3J 1+ 3x 3

F(0)=k=0

Por tanto: F(x) = % n|1+ 3x]|

28 |Halla la funcion F parala que F'(x) = % y FQ1) = 2.

F(x)=Jde=‘—1+/e
x2 x

F)=-1+k=2 = k=3

Por tanto: F(x) = -1y 3
x

29 |De todas las primitivas de la funcién y = 4x — 6, ¢cual de ellas toma el valor
4 para x=1?

F(x)=j(4x—6) dx =2x%—6x+k

F)=2-6+k=4 = k=8

Por tanto: F(x) = 2x%2—6x+ 8

30 |Halla f(x) sabiendo que f"(x)=6x, f'(0)=17y f(2)=5.

f’(x)=J.6xdx=3x2+c S0 = 32 4 1
FO) =c=1

f(x)=J.(3x2+1)dx=x3+x+/e
F2)=10+k=5

Por tanto: f(x) = x3 + x—5

31 |Resuelve las siguientes integrales por sustitucion:

a)Jlj\jeTC dx b)jmdx

@& g) Haz Ve* =t b) Haz VeX-1 =1

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD 12
ex
a)J—dx
1-Ver
Cambio: VeX =1 — 2=t - %=lnt - dx=%dt
er tz-(2/t)dt_J'2zdt_J'(2+ 2 )d—
= = = — —_ t‘_
J‘1_\/; J. 1—1¢ 1—t 1—1
=2t-2mn|1—t| +k==2Ve* —2n|1-e* | +k
b)J\/eX—l dx
Cambio: Ve*—1=1 — e¥=12+1 —» x=m@*+1) — dx= dt

“+1

2
J.\lex—ldx=J-t' 2 dz=J 2 dz=j(2— 2 )dt=
?+1 12 +1 ?+1
=2t—-2arctgt+k=2Ne -1 -2arcigVNe*-1 +k

2

sen” x
Calcula J- —dx.
1+ cosx
@ Multiplica el numerador y el denominador por 1 —cos x.
j sen? x J' sen? x (1 — cos x) = j sen? x (1 — cos x) e =
1+ cosx (1 + cos x)(1 — cos x) 1 — cos? x

2

) .
=J sen” x (1 — cos x) dx=J-(1—cosx)dx=x—senx+/e
sen’ x

En el ejercicio resuelto de la pagina 344, se ha calculado la integral | cos? x dx
de dos formas:

— Aplicando formulas trigonométricas.
— Integrando por partes.

Utiliza estos dos métodos para resolver:

'[ sen? x dx
1 cos 2x x 1
. Jsen xdx(l)J‘(z —T) dx=5—zsen 2x + k
1 - cos 2x
(1) Aplicando la férmula: sen? x = —

e Por partes:
u=senx — du=cosxdx
dv=senxdx — v=-cosx

Unidad 12. Célculo de primitivas
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I=—senxcosx+Jcoszxdx= —sen X cos x + J.(l —sen? x) dx

—sen x cos x 1
2l =—=senxcosx +x — [=f+5x

== N k== £ 2x +k
ST G Sen 2x k=7 ——rsen 2x + k

Encuentra una primitiva de la funcion f(x) = x2 sen x cuyo valor para
x =T sea4.

F(x) = sz sen x dx

Integramos por partes:

u=x% - du=2xdx
dv=senxdx — v=-cosx

F(x) = —x% cos x + ZJ-x cos x dx
| —

I
u,=x — du =dx
dvy = cosxdx — v =senx

]1 = .X'S@n.X'—J.SQVZ.XdX=XS€7’l.X’+ Ccos X

Por tanto:
F(x)=-x%cosx+2 xsenx+2cosx+k
Fm=n’-2+k=4 = k=06-n°

F(x)=-x*cosx+2 xsenx+2cosx+6—m?

Determina la funciéon f(x) sabiendo que:

frXD=xmx, fA)=0 y f(e)= %

[(x) = Jf”(x) dx — fl(x) = Jx In x dx

Integramos por partes:

u=Inx — du=—1dx
X

2
dv=xdx — v=—x2

x2 X x2 x2 x2 1
f(x)—TInx—J?dx—7lnx——+/e——(lnx—?

Unidad 12. Célculo de primitivas
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f’(l)=%(—%+k=—%+/@=0 = /e=%
x? 1) 1
f(x)—T(lnx—E +Z

x? 1 1 x? 1
f(x)—Jf(x)dx —>f(x)—'H7(lnx—E +Z dx—J.T(an——)dx+Zx
1
Integramos por partes:
=(lnx——;) - du=—dx
2
dv=ax - p=2X
2 6
x3 1 x2 x3 1) x93
I—?(lnx—g)—'[?dx—?(lnx—g)—ﬁ+/e
Por tanto:
x5 1y «x3 1
f(x)—?(lnx—g)—ﬁ+zx+/e
e e3 e e’ e e e’
fO=g gty ke tythk=g = keogg
x3 1y &3 1 e’
f(x)—?(lnx—g)—l—S +Zx_3_6

s36 |Calcula la expresion de una funcion f(x) tal que f'(x) = x e‘"2 Yy que
-1
S(0) = >

S = J.xefxz dx = —%J.—er*xz dx = —% e+ kb

j®)=—%+k= = k-1

o | =

Por tanto: f(x) = —% e+ 1

s37 |De una funcion y = f(x), x >—1 sabemos que tiene por derivada y'= T+
x

donde a es una constante. Determina la funcion si, ademas, sabemos que

f0)=1y f(1)=-1.

= a y -
y—J T+x dx = f=almnl+x)+k (x>-1

Unidad 12. Célculo de primitivas
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D=1 > am(A+0)+k=1 — k=1

In 2

f(D=-1 > an2+k=-1 > aln2=-1-1 > a=

In 2

Por tanto, f(x) = (1 +x)+1, x>-1.
Pagina 359

s38 |Dadala funcién f: R — R definida por f(x) = In (1 + x2), halla la primiti-
va de f cuya grafica pasa por el origen de coordenadas.

Iln (1 +x2) dx

Integramos por partes:

2
u=md+x% - du= xzdx
1+x
dv=dx —> v=x
2x2
Iln(1+x2)dx=xln(l+x2)—j 5 dx =
1+x
=1(1+2)2J1 1d=
xin x?%) — — a2

=xin(1+x%)-2x—arcigx) +k

F(x) =xIn (1 +x%) —2x+2arcigx +k
Debe pasar por (0, 0) — F(0) =0
FO)=0-2-0+0+k=0 — k=0

Asi, F(x) =xn (1 +x%) —2x + 2arc (g x.

s39 |Calcula a para que una primitiva de la funcion J-(ax2 + x cos x + 1) dx pase
por (m,—1).

1=J.(ax2 +xcosx+1) dx=J.(ax2 +1) dx + J.xcosxdx=

ax’
=T+x+ X COS X dx

|
]1

Calculamos I, por partes:
u=x — du=dx
dv=cosxdx — v=senx

I, =xsenx—Jsenxdx=xsenx+cosx+/e

Unidad 12. Célculo de primitivas
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3
ax
F(x) =?+x+xsenx+cosx

Como pasa por (m, —1):

am’
F(m)=-1 — ?+R+Meﬂ’ﬁ+cosn=—l

am’ am’ 3T -3
—tn-l=-1 5 —=7 > a=—5=—
3 3 T b8
-3 x3 x3
Asi, F(x)=?T+x+xsenx+Cosx=—F+x+xsenx+cosx

Halla J.e“x (x2 + bx + ¢) dx en funcién de los parametros a, b y c.

I= je“x(xz + bx +¢) dx
Integramos por partes:
u=x%+bx+c = du=Qx+b)dx
1
dv = e®dx — v=—em™
a
Asi:
1 , 1
I= ;e“’“ (x*+ bx +¢) - e™(2x + b) dx

1

Volvemos a integrar por partes:
u=2x+b — du=2dx

1
dv = e™dx — v=—e%
a

1 1
I=;e“x(x2+bx+c)—— | =

Q

1 171 1
= —eM(x2 + bx +c)—— |—e¥Qx + b) — — |e® de} =
a a la a

1 2
= —e™(x? + bx + ) ——e™Q2x +b) + —e™ +k
a a a

Encuentra la funcion derivable f:[-1, 1] > R que cumple f(1)=-1 y

x2—2x si -1<x<0
e*—1 si 0<x<1

J'(x)= {

e Si x#0:

J(xz— 2x)dx  si -1<x<0
Jo = | [0 dx <
]

(eX¥-1) dx si 0<x<1

41
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x3
flx) = ?—X2+/€ si —1<x<0
e¥X—x+c¢ si 0<x<1

e Hallamos k& y c¢ teniendo en cuenta que f(1) =-1 y que f(x) ha de ser
continua en x = 0.

fDH=-1 = e-1+c=-1 = c=-e

lim f(x) =k
x— 0
=1l-e
Iim f(x)=1-¢
x— 0"

3
X 5 ,
Por tanto: f(x) =173 ~ % tl-e si -1<x<0

e¥X—x—e si 0<x<1

De una funciéon derivable se sabe que pasa por el punto A(-1,—-4) y que su
2—x si x<1

derivada es: f'(x) =
erivada es: f'(x) {l/x si x> 1

a) Halla la expresion de f(x).
b) Obtén la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = 2.
a)Si x#1:
2
2x — % +k si x<l1

[0 =

Inx+c si x>1

Hallamos %k y c¢ teniendo en cuenta que f(-1) = -4 y que f(x) ha de ser
continua en x = 1:

)= = __3
SED > +k 4 = k 5
lim_f(x)=é—é=0
x—1 2 2 C=O
lim f(x) =c
x— 1"
x2 3
-2 s x<1
Por tanto: f(x) = ) 7 X
n x si x>1

Mﬂb=mz‘ﬂ@=%

La ecuacion de la recta tangente serd: y = In 2 + %(x— 2)

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD 12
Calcula:
a)Jll—xl dx b)j(3+|x|)dx
c)j|2x—1| dx d)”%—z‘dx
a) .[ |1 — x| dx

|1 | 1-x si x<l1
- —-1+x si x2>1

X2

x—7+/e si x<1
f(x)=J.|1—x| dx = ,

—x+7+c si x2>1

En x =1, la funcion ha de ser continua:

lim [ == +k

x> 1 2 Lie-—Lue = c=1+k
3 1 2 2
lim fx)=-=+c¢
x— 1" 2
Por tanto:
2
x—x?+/e si x<1

J.|1—x|dx= 5

—x+x7+1+/e siox>1

b)J(S + | x|) dx

3—-x si x<0
3+ |l = 3+x si x>0

2

3x—%+/e si x<0
f(x)=J(3+ |x]) dx = 2

3x+7+c si x>0

En x =0, f(x) ha de ser continua:

Iim f(x) =k
x— 0
c=k
lim f(x)=c
x— 0
Por tanto:

X2
Sx——z +k si x<0
J(5+|x|)dx= 2

5x+7+/€ si x20

Unidad 12. Célculo de primitivas
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C)J.|2x— 1] dx

5 . 2x+1 si x<1/2
22 -11=1, 1 & x212

X2+ x+k six<—;
f(x)=J|2x—1|dx=
) . 1
X“—x+tc st x2—
2
f(x) ha de ser continua en x = %:
_ 1
lim 7f(x)=z+/e
x> (1/2) Lip=_lio o ool
1 4 4 2
Iim f(x)=-—+c¢
x— (1/2)" 4
Por tanto:
X2+ x+k si x<—;
J.|2x—1|dx= 1 1
x2—x+—+k si x=—
2 2
d)”ﬁ—z‘dx
2
X h2 six<4
x 2
2 2| =
B

X_2  sixx4
2

2
—XT+2x+/e si x<4

f(x)=”%—2‘dx= )

%—2x+c si x>4

f(x) ha de ser continua en x = 4:

Iim fx)=4+k

x— 4

4+k=-4+c = c=8+kFk
Iim f(x)=-4+c
x— 4"
Por tanto:

52
4+ 2x+k si x<4

fl -]
Z_2x+8+k si x=4

Unidad 12. Célculo de primitivas
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1
Calcula J.ﬁ dx.
sen* x cos* x
@& Utiliza la igualdad sen’ x + cos® x = 1.
2 2
I S N J senZx+ cosTX
sen? x cos? x sen? x cos? x
sen? x cos? x
- j _SentX gy j _COSTE gy
sen? x cos? x sen? x cos? x
=J 1 dx+I 1 dx=1gx—colgx+hk
cos? x sen? x
Calcula J. cos* x dx utilizando la expresion:
2 1 cos2x
cos® x=—+
2
4 1 cos 2x\2 1 cos?2x cos2x D 1 1(1 cos 4x cos 2x
costx=|—+ =—+ + = —+—[= + =
2 2 4 4 2 4 412 2 2
1 1 cos 4x cos 2x 3 cos 4x cos 2x
= — 4+ —+ + == 4 +
4 8 8 2 8 8 2
1 cos 4x
(1) cos? 2x =— +
2 2
Por tanto:
3 cos 4x cos 2x 3 sen 4x  sen 2x
4 _ _
cost x dx = | |—= dx = — x + + + kR
J- J. ( 8 2 8 32 4
Resuelve:

a)dex

b)J\/mdx

@ g) Haz x=2sent b) Haz x = 3/2 sent.
a)J.m dx

Hacemos x = 2sent — dx = 2costdt

J“V4 —x2% dx = J“V4 — 4sen? t 2cos t dt = J.'\l4(1 —sen?t) 2costdt=

=j4cosztdt=4j(%+ COSZZZ) dt =4

1
+—sen 2t| +k=

L
2 4

=2l+sen2t+k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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) X
Deshacemos el cambio con t = arc sen =

f 2

X X

sen 2t = 2sen t cost = 2sen t N1 — sen? =2~E 1—?
X X

I=2arcsen5+5‘\l4—x2 +k

b)J\/9 ~dx? dx

3 3
Hacemos x=Esent — dx=-—costdt

2
jV9—4x2 dx='|.‘\f9—4‘%sen2t ~%costdt=%'[‘\l9(1—sen2 1) costdt=

_3 2o Df(L, cos2t) 9
—ZJSCOS tdt 2J‘(2+ )dt >

2 4

t+1 2| =
> sen

=%t+%sen2t+/e

Deshacemos el cambio:

2x 2x
—=sent — t=arcsen?

3
sen 2t = 2sentcost = 2sent N1 — sen t=2-T 1—7=7 9 — 4x

9
+ —

8

I =

Ao

2
+/e=%arcsen?x+%\l9—4x2 +k

2x
arc sen —
3

Halla una primitiva F(x) de la funcion f(x) = 2x tal que F(x) <0 enel
intervalo [-2, 2].

F(x) = J'Zx dx=x%+k

x2+k<0 enl[-2, 2]

Debe ser k< —4; por ejemplo, la funcién
F(x) = x> — 4 es menor o igual que 0 en
(-2, 2. x4

Representamos x° y x2 — 4:

-2 2

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Busca una primitva F(x) de la funcion f(x) = 2x—4 que verifique F(x) >0
en el intervalo [0, 4].

—4x+ 4
FGo = J(Zx—4) dx=x%—dx+k

Debe ser F(x) 20 en [0, 4].

Representamos y = x2 — 4x:

Para que F(x) 20 en [0, 4] debe ser k= 4.

Por ejemplo, F(x) = x? — 4x + 4.

Halla f(x) sabiendo que:
S =cos S, f2)=0y f(0)=1
X 1 X X
[(x) = J.f (x) dx = Jcos;dx— ZJ.?COSEdX— ZSQME +k
x 21
f’(x)=2sen5+/e; como f'2m) =0 — 25en7+/e=0 — k=0
+ k!

X
—COS —
2

S0 = Jf’(x) dx = sten%dx =2 ZJ.% sen %dx =4

f(x) = —4cos % + k%5 como fl0O)=1 — f(0)=-4cos0+k'=1 —
— —4+k'=1— k'=5

X
Por tanto, la funcién que buscamos es f(x) = —4cos 5 +5

a) Halla la familia de curvas en las que la pendiente de las rectas tangentes
a dichas curvas en cualquiera de sus puntos viene dada por la funcién:
Sx) =

x—2
2x + 4

53

b) Determina, de esa familia, la curva que pasa por el punto A > 4l

a) La pendiente de la recta tangente a la curva en uno de sus puntos viene dada
por la derivada de la curva en ese punto.

Por tanto, m = F'(x) = X2
’ 2x + 4
xX—2
B s F = .
uscamos F(x) .[2x+ 7 dx
Xx—2 1 4 1 2
F(x)'J2x+4dx'.[E_2x+4 dx_Ex_2J2x+4dx_

=%—21n|2x+4|+/e

Unidad 12. Célculo de primitivas
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48

b) Debe ser:

5 3 —-5/2 5 3 -5 3
F—?)—Z%T—Zh/l 2(—? +4 +/€—2—)T—2h’l1+/€—z—>
- k=%+%=2 - F(x)=§—21n|2x+4| +2

Calcula la funciéon f(x) sabiendo que f'(x) = x, que la grafica de f pasa
por el punto P(1,1) y que la tangente en P es paralela a la recta de ecua-
cion 3x+3y—1=0.

52

S0 =If”(x) dx — f’(x)=dex=7+k

2 3
fo0 = [ ax - J(% vk Lx

dx=7?+/ex+/e’

1
[ pasapor P(1, D) —» fA=1 —>€+/e+/e’=1 (D
La pendiente de la recta tangente en P es m = —1; por ello:
1
f(H=-1 - E+k=_1 @)

De las igualdades (1) y (2) obtenemos los valores de & y k'

1 1 1
pe1-t-_3 /e’=1———k=1——+%

1 7
2 2’ 6 6 3

3
- x 3 7
Por tanto, la funcién que buscamos es: f(x) = — — —x + —

6 2 3

CUESTIONES TEORICAS

Prueba que si F(x) es una primitiva de f(x) y C un numero real cual-
quiera, la funciéon F(x) + C es también una primitiva de f(x).

F(x) primitiva de f(x) & F'(x) = f(x)
(F(x) +C)' = F'(x) = f(x) = F(x)+ C es primitiva de f(x).

a) Representa tres primitivas de la funciéon f cuya grafica es la siguiente:

z—f

b) Representa tres primitivas de la siguiente funcion:

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Af(x)=2 = F)=2x+k F/ JF

Do

Por ejemplo:

F(x) = 2x

1
F2(x) =2x+1 /
1 2 3

F3(x) =2x—-1 /

=1
cuyas graficas son: /

b) f(x) =2x = Fx)=x*+k

Por ejemplo:

8
F, () = x? Z
F0) =x*+1 z
Fy(0) = xr-1 3
2

cuyas grificas son:

<43 2 N[ A 2 5 G

1
Sabes que una primitiva de la funcion f(x) =— es F(x) = In|x|. ;Por qué
se toma el valor absoluto de x? x

f(x) = L esta definida para todo x # 0; y es la derivada de la funcion:
X

In x si x>0
In(=x) si x<0

F(x) = {

es decir, de F(x) = In|x]|.

Pagina 360
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En una integral hacemos el cambio de variable e® =t. ;Cual es la expresion
de dx en funcion de ¢?

eX=t - x=nt — dx=%dt

1
C b. dx =1 + +k
omprueba que J L n|sec x + tg x|

1
cos X’

Tenemos que probar que la derivada de f(x) = In|sec x +1g x|+ k es f/(x) =

Unidad 12. Célculo de primitivas
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1+ senx
Ccos X

Derivamos f(x) = ln‘ + bk

2

cos? x + sen x(1 + sen x) cos? x + sen x + sen® x

2
cos* x cos X
S =
1+senx 1+ sen x

CcCOos X

1+ senx 1

(1 +senx) cosx  cosx

1
Comprueba que Jm dx=Mm|tg x|+ k
Tenemos que comprobar que la derivada de la funcion f(x) = In|ig x| + & es
/( ) = ;
S0 = enxcosx

Derivamos f(x):

1/cos? x 1/cos? x 1

S0 = : :

1g x sen x/cos x  sen x cos x

Sin utilizar calculo de derivadas, prueba que:
4

F(x) = Yy G(x) =

1+ a4 1+ a4
son dos primitivas de una misma funcion.
Si F(x) y G(x) son dos primitivas de una misma funcion, su diferencia es una

constante. Veamoslo:

F(x) - G(x) = =1

1 _( x4 )= 1+ x4
1+ x4 1+ xt 1+ x4

Por tanto, hemos obtenido que: F(x) = G(x) + 1

Luego las dos son primitivas de una misma funcion.

Sean fy g dos funciones continuas y derivables que se diferencian en una
constante.

¢Podemos asegurar que f y g tienen una misma primitiva?
No. Por ejemplo:

S =2x+1 — Fl)=x>+x+k }

gl =2x+2 — G =x?+2x+c

[(x) y g(x) son continuas, derivables y se diferencian en una constante (pues

[0 = gx)—D.

Sin embargo, sus primitivas, F(x) y G(x), respectivamente, son distintas, cua-
lesquiera que sean los valores de & y c.

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Calcula f(x) sabiendo que:

d ll -1/3

J.f(x) x = n( +2)2+c
lx—1]3

F(x)=J.f(x) dx=in- 0o

Sabemos que F'(x) = f(x).
Por tanto, calculamos la derivada de F(x).
Aplicamos las propiedades de los logaritmos antes de derivar:

F(x)=3n|x—-1|-2n(x+2) +c

Fi(x) 3 2 A(x+2)-2x-1 x+8
x = p— = =

x—1 x+2 x2+x-2 x2+x-2

x+8

Por tant =—Q.

or tanto, f(x) e a—

Las integrales:

(arc tg x)*

152 dx y J(tg3x+tg5x)dx

¢son del tipo I J" f(x) dx?

En caso afirmativo, identifica, en cada una de ellas, f(x), n y f'(x).

Ambas son del tipo J SQO" f(x) dx.

. J‘ (arc 1g x)? e

2.
1722 dx = j(arctgx)

1+ x2

S =arcigx; n=2; [0 =7 :

+ X

. J(Zg3x+ 19> x) dx = Jlg3 x(1 + g2 x) dx

S =tgx; n=3; fi(x)=1+1g%x

PARA PROFUNDIZAR
Para integrar una funciéon cuyo denominador es un polinomio de segundo
grado sin raices reales, distinguiremos dos casos:

a) Si el numerador es constante, transformamos el denominador para obte-
ner un binomio al cuadrado. La solucién sera un arco tangente:

dx _
Jx2+4x+5 (x+2)2+1

(Completa la resolucion).

Unidad 12. Célculo de primitivas
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b) Si el numerador es de primer grado, se descompone en un logaritmo ne-
periano y un arco tangente:

(x +5)dx 1J- 2x + 10

x2+2x+3 2)x2+2x+3 x=
1 2x + 2 1 8 dx
__Iz—dx+—J2—
2) x“+2x+3 2) x“+2x+3

(Completa su resolucion).

a)J' dox =J. dx =arciglx+2)+k
x2+4x+5 (x+22+1

b)J‘ (X+S)dx =l'[ 2x + 10 dx =
x2+2x+3  2J x*+2x+3

=lj 2x + 2 d””lj 8 dx _
2J) x2+2x+ 3 2J) x2+2x+3

lln(x +2x+3)+4J'— =

(x+1D*+2

[\

lln(x2+2x+5)+2jd—x =

2 (x\/Jr_l)ZJr1
2
- Lom (x2+2x+5)+2\FJ- 2 dv

el
x\/}l)Jr/e

NS}

=%ln(x2+2x+3)+2\5 arctg(

Observa como se resuelve esta integral:

x+1
X7+ 2x° + 3x
x3+2x2+3x=x(x%+2x+3)

i . x+1 A Bx + C
La fraccion se descompone asi: —5————— = — + —————
x°+2x“+3x x x“+2x+3

1 1
Obtenemos: A=—, B=——, C=—
3 3 3

Sustituimos: 7=~ [ Lax— 2 =1
USU OS: =— — ax —— - —ax
3.[x 3jx2+2x+3

(Completa su resolucion).

Completamos la resolucion:

Unidad 12. Célculo de primitivas
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S O IO P S IS o S N

3J) x 3 x2+2x+3

x2+2x+3 3 "6 x2+2x+3
=—ln|x| J' -2 g 2(__dx O
6J x2+2x+3 3J) x2+2x+3
1 1 V2 x+1
= —Inlx|-=mh(x*+2x+3 +—arct( )+/e
3 [ x| ¢ ( ) 3 g NE

® (Ver en el ejercicio 62 apartado b) el cilculo de J d—x)
x*+2x+3

Resuelve las siguientes integrales:

2x — 1 1
a)j S b)jxsﬂdx
2+3x+8 2x + 10
c)J. R dx d)J.—x2+x+1dx
2 dx
C)Jx2+3x+4dx H J.(x+1)2(x2+1)

- e) Multiplicu el numerador y el denominador por 4.

2x—1
e e

Descomponemos la fraccion:

2x—1 _A Bx+C _ AW+ D+ Bx’+ Cx
x(?+ 1D x xt+l x(x?+ 1D

2x—1=AW?*+ 1 + Bx? + Cx
Hallamos A, B y C:

x=0 —> -1=4 A=-1
x=1 —> 1=24+B+C — 3=B+C B=1
x=-1 - -3=24+B-C — -1=B-C c=2
Por tanto:

2x—1d (—1+ X+ 2
e = | [==
jx3+x j x  xt+1

Jee ]

dx
dx+2j 211 =

1
=—In|x| o x>+ 1D +2arcigx+k

53
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dx

1
et

Descomponemos la fraccion:

1
+DZ—x+ 1

A Bx + C

(x+Dx2—x+1

=A(x2—x+ D+Bx(x+1)+Clx+1

t 2
x+1 xc—x+1

(x+Dx?-x+1

1=Ax?*—x+ 1D +Bx(x+ 1D +Clx+ 1)

Hallamos A, B y C:

x=-1 — 1=34
x=0 — 1=4+C

- A=1/3
- C=2/3

x=1 — 1=A+2B+2C — B=-1/3

Por tanto:

1
J.x3+1d

1/3

3dx_

x> —x+1

=—ln|x+l| 3".? dx =

2x—4
=—ln|x+1| 6,[% dx =
——ln|x+1| 6,[% dx =
=—ln|x+1| —olx+l e
6 —x+1 2) x?-x+1
1 1 1 dx
=—n|x+1|-—hx*-x+ 1)+—J‘—=
3 6 2 (x_l)2+é
2 4
1 1 1 4/3
=— _ = 2 _ =y — 2 =
3ln|x+1| 6ln(x x+1)+2J- (2x+1)2+1 dx
V3
=—ln|x+1|——ln(x —x+ 1)+—J—\/§dx=
(x+ 1) ‘1
V3
1 1 2x—1
=§ln|x+1|—€ln(x2—x+ 1)+?3arctg x\/g +k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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2 —
C’fwd“”“ﬁf—l
x2+9 x+9

dx = x+ % dx — dhx =
x2+9 x> +9

=x+é X x — o dx =
zjx2+9 (/3% +1
=x+iln(x2+9)—larctg Z+k

2 3 3

x2+x+1 xr2+x+1 x2+x+1 x2+x+1

d)J 2x+ 10 dx=J2x+1+9dx=j—2x+1 dx+9J'—1 dx =

=n(x%+x+ 1)+9J ?x

T
2 4
23
(2x+ 1)2 1
V3

=ln(x2+x+1)+6\r3j. dx =

x + 1

2
V3

=@ +x+1) +6V3 arcig + kR

2 8 8
e),[x2+3x+4dx=_[4x2+12x+ 16 dx:J.(Zx+3)2+7dx=

_ 87 . _8 7 N7
et et
o A 2

7 7
47 wrerg |23
\/3
d.
D[ o
(x+ D7+ D
Descomponemos la fraccion:
1 A B Cx+D

= + +
(x+D? 2+ x+1 (x+1?  «x%2+1
1=Ax+ D2+ 1D+ B2+ D+ Cx(x+ D2+ D+ 1)?2
Hallamos A, B, C y D:

— 1=2B — B=1/2 A=1/2
x=0 —> 1=A+B+D B=1/2

— 1=4A+2B+4C+4D | C=-1/2

— 1=-54+5B-2C+D D=0

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Por tanto:

.[ (x + DZb(Cx2 +1) =J

1
= —] +1| =
~inlx+1]

1/2 1/2 1 X
+ .
x+1 (x+1D?* 2 x2+1

dx =

1 1
- = 2
2t D 4ln(x + 1D +k

Pagina 361

65 |Se llama ecuacion diferencial de primer orden a una ecuacion en la que,
ademas de x e y, figura también y'. Resolverla es buscar una funcién
y =f(x) que verifique la ecuacion.

Por ejemplo, resolvamos x y% + y'=0:

d
y'=—xy* > d—i=—xy2 — dy=-xy*dx

Separamos las variables:

d d
—Jz)=—xdx - J.—)Z)=J.(—x)dx
y y

1 x?2
Ty T2 TR

Hay infinitas soluciones. Busca la que pasa por el punto (0, 2) y comprueba
que la curva que obtienes verifica la ecuaciéon propuesta.

e Buscamos la soluciéon que pasa por el punto (0, 2):

y=L S 2=-2 o _4k=2 = k=_L
x% -2k —2k 2
Por tanto: y = 2
x2+1

e Comprobamos que verifica la ecuacion xy? + ' = 0:
2 )2 __hx 4 4 _
x?+1 (x? + 1)?

4x 4x

. (xz + 1)2 (XZ + 1)2

xy2+y’=x(

(XZ + 1)2 (XZ + 1)2

66 |Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden:

a)yy —x=0 b)y?y —x%=1
Ay'-xy=0 d)y’\/;—y=0
e)y'e’+1=e~ HxZy'+y*+1=0

@ Entodas ellas, al despejar y' se obtiene en el segundo miembro el producto o el
cociente de dos funciones, cada una de ellas con una sola variable.

56 Unidad 12. Célculo de primitivas
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Yy —-x=0

X L DX L yexde o _[ d jd

=— — == = x dx = |xdx

y I x yay yay

2 2

y?=x7+/e = ?=x?+2k = y=+\x>+2k
b)yZy/_x2=1

L 1+x? dy 1+x?

y'= 372 = T 7 = y?dy=(0+x?dx

)3 3
Iyzdy=J(l+x2)dx = ?=x+?+k: P =3x+x3+3k =

= y=33x+x0+ 3k

Y —-xy=0
day dy dy
YV=xy = —o=xy = ——=xdx = J—=dex
dx y Y
x2 , )
|y|=e(-x‘/2)+/€ = y=ie(X‘/2)+/e

nly|=—+k =

Dy Nx —y=0

y dy

g L by o jd_y=jd_x
Vo dx Ay Vo oAk

vy Ik

ln|y|=2\/;+/e = |y|=ez\/;+k = y=iez\j;+k
ey el+1=e*

'_ex—l d_y_ex—l
y= eV = dx e

eVdy=(Ee"-Ddx = Jey dy = J(ex -1 dx

eV=e"—x+k = y=h|eX—x+k|

H a2y +9y?+1=0

-1-)2 dy -1 +y») dy -1
YT T T T 2 T T ™

x2

dy -1 1
J1+y2 —Jﬁdx = arclgy=;+/e

i.'_]e
X

y=1g

Unidad 12. Célculo de primitivas
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AUTOEVALUACION
Resuelve las integrales siguientes:
1. I(cos x +1g x) dx

sen x

J.(cosx +1g X) dx = J.cosxdx +J.
cos x

dx =senx—In|cos x| + k

2 X
2.j—+—)dx
X Ay

2

x3/2 2
. = 3
+ 372 Zln|x|+3‘\1x + kR

J

3. Jx V2x2+1 dx

—+i) dx = 2In |x|

< Ve

jx \2x2+1 dx=— J4x(2x + D3 dx——(Zx + D3 == 3 \I(Zx + D+ k

4J‘tgx
cos? x

tg? tg3
jgzx dx =3 vk
cos* x 3

5. J.x arc tg x dx

2 2 2
D X 1 X 2) X 1 1
jxarctgxdx(=)7arctgx—3j dx;)Tarctgx—Ex+Earctgx+/e

1+x?
—_—
I
(D) Por partes:
- U ix=d
arctgx =u — e Ix = du

2
xdx=dv — %=U

x? 1
@n-[Fme-fli-mn

dx=x—-arcilgx

Unidad 12. Célculo de primitivas



6. j % sen (In x) dx

J. %sen (In x) dx =—cos (Inx) +k

X
7 Ix2+4x—21 dx

X . .
= J-z— dx. Descomponemos en fracciones simples:
X4+ 4x - 21

=7
Z4+4x-21=0
x x <x=3

ol - A D A+ D IBG(-3) > A=, B
x-3)x+7) x-3 x+7 x x e 10’
3/10 7/10 3 7
I= x_3dx+ x+7dx—ﬁlnlx—3|+ﬁln|x+7l+le

1
S et
3
o

=~ +1 +1

4

J;d _ij;d_i.ij_d -
i+ 4 T A ) 352 RN (@xz MG
2

+ X

1
9. Resuelve, por el método de sustitucion, la integral: J N dx
1+\x

1+x
[=J- dx

1+\x

Hacemos el cambio \/; =1 > x=t2 > dx=2tdl

1+¢2 o+ 13 D 2
1=J -2tdt=2j dx=2J.(t2—t+2—t+—1 dt =

1+t 1+1¢
B 12
=25 —-—+2t-2In|t+1
( 30 2 el ]
(1) Dividimos (13 + 1) : (t + 2) y expresamos de la forma:
dividendo )
———— = cociente + resto
divisor

2
Deshaciendo el cambio: 1= g 3 — x + 4\x — 4in (\/; + 1) + k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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10. Aplica la integracion por partes para calcular Jcos (In x) dx.

1= JCOS (In x) dx

1
cos(nx)=u — —;sen (In x) dx = du

dx=dv — x=v

I=xcos (Inx)+ Jsen (In x) dx

—_
[l

1
sen (Inx) =u — }COS (In x) dx = du

dx=dv —» x=v

I, = x sen (Inx) — jcos (In x) dx

| S ———
I
/ /
I=xcos(nx)+xsen(nx)—1 — I= x cos Un x) + x sen Un ) +k

2

11. De la funciéon f(x), se sabe que:

=3 -
S = s S =0

a) Determina f.

b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

3 3 3 ) _ 3(x + D 3
a)f(X)_J(xu)zdx_B.[(erD N A T
f(2)=2_+31+/e=—1+/e—>Comof(2)=0, “1+k=0 = k=1
-3 x—2
f(x)_x+1+l_x+l
X -2 -
b)g(x)=J dx='[1+ dx=x-3n|x+1|+k
x+1 x+1

g0 =0-3m|0+1+k=k — Como g(0) =1, k=1.

La primitiva de f que pasa por (0, 1) es g(x) = x—3n|x+ 1| + 1.

Unidad 12. Célculo de primitivas
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12. De una funcién f derivable en IR, sabemos que:

2x—1 si x<0
-1 si x>0

S'(x)= {
Halla f sabiendo que f(1) = 2.

J.(Zx—l)dx si x<0

P {2x—1 si x<0 0
"(x) = . - flx) = -
-1 si 220 J.—ldx si x>0
x2—x+k si x<0
- flx) =
S {—x+/e’ si x>0

Para que [ sea derivable en x =0 vy, por tanto, en IR, debe ser continua y, para
ello, k=+Fk"

Ademas, f(D=-1+k'=2 - k'=3 > k=3
Por tanto:

Jo = {

x2—x+3 s x<0

X +3 si x=20

13. ¢Cuales de los siguientes apartados representan la grafica de una funcion
f(x) ylade una de sus primitivas F(x)?

Justifica tu respuesta. a) Yy / b) Y

a) Las funciones repre-
sentadas son y =3 e /

y=3x—-06, que cum- = v
plen: /

J.S dx=3x+k
J) Y d) Y

Por tanto, f(x) = 3,
y Fx) =3x—-06 es
una primitiva de f. N\

L/ X
b) Las funciones son:

X

y=-ley=x+1 - J—l dx=-x+k

No corresponden a una funcién y su primitiva.
©) Las funciones son y=x%—-1 e y=2x.

J.Zx dx = x? + k. Por tanto, f(x) = 2x, y una de sus primitivas es F(x) = x? — 1.
d) Las funcionesson y=-x?-1+4 e y==2x+1 — I—2x+1 dx =—x>+x+Rk

No corresponden a una funcién y su primitiva.
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