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REFLEXIONA Y RESUELVE

Concepto de primitiva

■ NÚMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

1 a) ∫1 dx = x b) ∫2 dx = 2x c) ∫ dx = x

2 a) ∫2x dx = x2 b) ∫x dx = c) ∫3x dx = 

3 a) ∫7x dx = b) ∫ dx = c) ∫ x dx = 

4 a) ∫3x2 dx = x3 b) ∫x2 dx = c) ∫2x2 dx = 

5 a) ∫6x5 dx = x6 b) ∫x5 dx = c) ∫3x5 dx = = 

■ POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

6 a) ∫ (–1)x–2 dx = x–1 = 

b) ∫x–2 dx = = 

c) ∫ dx = 

7 a) ∫ dx = ∫x –3 dx = = 

b) ∫ dx = 2∫ dx = = –1
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8 a) ∫ dx = ∫ (x – 3)–3 dx = = 

b) ∫ dx = 5∫ dx = 

■ LAS RAÍCES TAMBIÉN SON POTENCIAS

9 a) ∫ x1/2 dx = x3/2 = 

b) ∫ dx = ∫ x1/2 dx = x3/2 = 

10 a) ∫ dx = ∫ x1/2 dx = x3/2 = 

b) ∫7 dx = 7∫ dx = 

11 a) ∫ dx = ∫ · dx = ∫ dx = ∫ dx = = 

b) ∫ dx = ∫ dx = ∫ dx = · = = 

12 a) ∫ x–1/2 dx = x1/2 = 

b) ∫ dx = 

13 a) ∫ dx = 3∫ dx = 3

b) ∫5 dx = 5∫x3/2 dx = 5 = 2

14 a) ∫ dx = ∫ · dx = 

b) ∫ dx = ∫ dx = 

■ ¿RECUERDAS QUE D(ln x) = 1/x ?

15 a) ∫ dx = ln |x|

b) ∫ dx = ∫ dx = ln |5x|1
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16 a) ∫ dx = ln |x + 5|

b) ∫ dx = ∫ dx = ln |2x + 6|

■ ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS

17 a) ∫cos x dx = sen x

b) ∫2 cos x dx = 2 sen x

18 a) ∫cos x + dx = sen (x + )
b) ∫cos 2x dx = ∫2 cos 2x dx = sen 2x

19 a) ∫ (–sen x) dx = cos x

b) ∫sen x dx = –cos x

20 a) ∫sen (x – π) dx = –cos (x – π)

b) ∫sen 2x dx = ∫2 sen 2x dx = cos 2x

21 a) ∫ (1 + tg2 2x) dx = ∫2(1 + tg2 2x) dx = tg 2x

b) ∫ tg2 2x dx = ∫ (1 + tg2 2x – 1) dx = ∫ (1 + tg2 2x) dx – ∫1 dx = tg 2x – x

■ ALGUNAS EXPONENCIALES

22 a) ∫ex dx = ex

b) ∫ex + 1 dx = ex + 1

23 a) ∫e2x dx = ∫2e2x dx = e2x

b) ∫e2x + 1 dx = ∫2e2x + 1 dx = e2x + 11
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1. Calcula las siguientes integrales:

a) ∫ 7x4 dx b) ∫ dx

c) ∫ dx d) ∫ dx

e) ∫ dx f) ∫ dx

g) ∫ dx h) ∫ dx

i) ∫ dx j) ∫ dx

a) ∫ 7x4 dx = 7 · + k = + k

b) ∫ dx = ∫ x–2 dx = + k = + k

c) ∫ dx = ∫ (x3 – 5x + 3 – ) dx = – + 3x – 4 ln |x | + k

d) ∫ dx = ∫ (x2 + 2x + 4 + ) dx = + x2 + 4x + 8 ln |x – 2 | + k

e) ∫ dx = ∫ (x3 – x2 – 4x + 7 – ) dx =

= – – 2x2 + 7x – 11 ln |x + 1| + k

f) ∫ dx = ∫ x1/2 dx = + k = + k

g) ∫ dx = ∫ ( ) dx – ∫ ( ) dx + ∫ ( ) dx – ∫ ( ) dx = 

= ∫ 7x2 dx – ∫ 5 dx + ∫ dx – ∫ dx =

= – 5x + 3 ln |x | + + k
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h) ∫ dx = ∫ x2/3 dx = · + k = + k

i) ∫ dx = ∫ dx + ∫ dx = ∫ x–2/3 dx + ∫ x1/2 dx =

= · + · + k = + + k

j) ∫ dx = ∫ dx = ∫ x7/6 dx = · + k = + k

Página 340

2. a) ∫ (3x – 5 tg x) dx = 3∫x dx – 5 ∫ tg x dx = – 5 (– ln |cos x | ) + k =

= + 5 ln |cos x | + k

b)∫ (5 cos x + 3x ) dx = 5 ∫ cos x dx + ∫3x dx = 5 sen x + + k

c) ∫ (3 tg x – 5 cos x) dx = 3∫ tg x dx – 5∫ cos x dx = 3 (–  ln |cos x | ) – 5 sen x + k =

= – 3 ln |cos x | – 5 senx + k

d)∫ (10x – 5x ) dx = – + k

3. a) ∫ dx = 3 arctg x + k

b)∫ dx = ln |x2 + 1| + k

c) ∫ dx = ∫ (1 + ) dx = x – 2 arctg x + k

d)∫ dx = ∫ dx = ∫ (1 + ) dx = x + ln |x2 + 1| + k
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1. Calcula:

a) ∫cos4 x sen x dx b) ∫2sen x cos x dx

a) ∫cos4 x sen x dx = –∫cos4 x (–sen x) dx = – + k

b) ∫2sen x cos x dx = ∫2sen x cos x · ln 2 dx = + k

2. Calcula:

a) ∫cotg x dx b) ∫ dx

a) ∫cotg x dx = ∫ dx = ln | sen x | + k

b) ∫ dx = ∫ dx = arc tg (x2) + k

Página 343

1. Calcula:  ∫x sen x dx

Llamamos  I = ∫x sen x dx.

I = –x cos x + ∫ cos x dx = –x cos x + sen x + k

2. Calcula:  ∫x arc tg x dx

Llamamos  I = ∫x arc tg x dx.

I = arc tg x – ∫ ( ) dx = arc tg x – ∫ (1 – ) dx =

= arc tg x – [x – arc tg x] + k = arc tg x – x + arc tg x + k =

= arc tg x – x + k1
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3. Calcula:  ∫x4ex dx

I = ∫x4ex dx

Resolvámosla integrando por partes:

I = x4ex – ∫ ex4x3 dx = x4ex – 4∫x3ex dx

I1 = ∫x3ex dx = x3ex – 3x2ex + 6xex – 6ex

(Visto en el ejercicio resuelto 2 de la página 344)

I = x4ex – 4[x3ex – 3x2ex + 6xex – 6ex ] + k =

=x4ex – 4x3ex + 12x2ex – 24xex + 24ex + k

4. Calcula:  ∫sen2 x dx

I = ∫ sen2 x dx

Resolvámosla integrando por partes:

I = –sen x cos x – ∫ (–cos x)cos x dx = –sen x cos x + ∫ cos2 x dx =

= –sen x cos x + ∫ (1 – sen2 x) dx = –sen x cos x + ∫dx – ∫ sen2 x dx =

= –sen x cos x + x – ∫ sen2 x dx

Es decir:

I = –sen x cos x + x – I 8 2I = –sen x cos x + x 8 I = + k

Página 345

1. Calcula:  ∫ dx

∫ dx = ∫ (3x + 7 + ) dx = + 7x + 29 ln |x – 4| + k3x2

2
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2. Calcula:  ∫ dx

∫ dx = ∫ ( x – + ) dx =

= · – x – ln |2x + 1| + k =

= – x – ln |2x + 1| + k

Página 348

3. Calcula:

a) ∫ dx b) ∫ dx

a) Descomponemos la fracción:

= = + + 

= 

5x – 3 = A (x – 1)(x + 1) + Bx (x + 1) + Cx (x – 1)

Hallamos  A, B y  C dando a  x los valores 0, 1 y –1:

Así, tenemos que:

∫ dx = ∫ ( + – ) dx = 3 ln |x | + ln |x – 1| – 4 ln |x – 1| + k

b) Descomponemos la fracción:

= + + = 

x2 – 2x + 6 = A (x – 1)2 + B (x – 1) + C

Dando a  x los valores 1, 0 y 2, queda:

A = 1

B = 0

C = 5
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Por tanto:

∫ dx = ∫ ( + ) dx = ln |x – 1| – + k

4. Calcula:

a) ∫ dx

b) ∫ dx

a) x4 – 4x2 = x2(x2 – 4) = x2(x – 2)(x + 2)

Descomponemos la fracción:

= + + + 

=

= 

x3 + 22x2 – 12x + 8 = Ax (x – 2)(x + 2) + B (x – 2)(x + 2) + Cx2(x + 2) + Dx2(x – 2)

Hallamos  A, B, C y  D dando a  x los valores 0, 2, –2 y 1:

Por tanto:

∫ dx = ∫ ( – + – ) dx =

= 3 ln|x| + + 5 ln|x – 2| – 7 ln|x + 2| + k

b) La fracción se puede simplificar:

= = 

∫ dx = ∫ dx = ln|x + 2| + k1
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x3 + 22x2 – 12x + 8
x4 – 4x2

5
2(x – 1)2

5
(x – 1)3

1
x – 1

x2 – 2x + 6

(x – 1)3

Unidad 12. Cálculo de primitivas 9

12UNIDAD



Página 356

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

Integrales casi inmediatas

1 Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a) ∫ (4x2 – 5x + 7)dx b)∫
c) ∫ dx d)∫ (x – sen x)dx

a) ∫ (4x2 – 5x + 7)dx = – + 7x + k

b) ∫ = ∫ x–1/5 dx = + k = + k

c) ∫ dx = ln|2x + 7| + k

d) ∫ (x – sen x)dx = + cox x + k

2 Resuelve estas integrales:

a) ∫ (x2 + 4x) (x2 – 1)dx b)∫ (x – 1)3 dx

c) ∫ dx d)∫ (sen x + ex)dx

a) ∫ (x2 + 4x) (x2 – 1)dx = ∫ (x4 + 4x3 – x2 – 4x) dx = + x4 – – 2x2 + k

b) ∫ (x – 1)3 dx = + k

c) ∫ dx = ∫ x1/2 dx = + k = + k

d) ∫ (sen x + ex) dx = –cos x + ex + k

2√3x3
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dx
5√x

PARA PRACTICAR
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s3 Calcula las integrales siguientes:

a) ∫ dx b)∫ sen (x – 4)dx

c) ∫ dx d)∫ (ex + 3e–x)dx

a) ∫ dx = ∫ x1/3 dx = + k = 
3

+k

b) ∫ sen (x – 4)dx = –cos (x – 4) + k

c) ∫ dx = 7 tg x + k

d) ∫ (ex + 3e–x)dx = ex – 3e–x + k

s4 Halla estas integrales:

a) ∫ dx b) ∫ c) ∫ dx d) ∫ dx

a) ∫ dx = 2 ln|x| + k

b) ∫ = ln|x – 1| + k

c) ∫ dx = ∫ ( + x–3/2) dx = ln|x| – + k

d) ∫ dx = 3 arc tg x + k

5 Resuelve las siguientes integrales:

a) ∫ b) ∫ c) ∫ (x – 4)2dx d) ∫
a) ∫ = ln|x – 4| + k

b) ∫ = + k

c) ∫ (x – 4)2dx = + k

d) ∫ = ∫ (x – 4)–3 dx = + k = + k–1
2(x – 4)2
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6 Halla las siguientes integrales del tipo exponencial:

a) ∫ ex – 4 dx b)∫ e–2x + 9 dx

c) ∫ e5x dx d)∫ (3x – x3)dx

a) ∫ ex – 4 dx = ex – 4 + k

b) ∫ e–2x + 9 dx = ∫ –2e–2x + 9 dx = e–2x + 9 + k

c) ∫ e5x dx = ∫5e5x dx = e5x +k

d) ∫ (3x – x3)dx = – + k

7 Resuelve las siguientes integrales del tipo arco tangente:

a) ∫ b) ∫ c) ∫ d) ∫
a) ∫ = ∫ = arc tg (3x) + k

b) ∫ = ∫ = arc tg (2x) + k

c) ∫ = ∫ = ∫ = arc tg x + k

d) ∫ = ∫ dx = ∫ dx = arc tg + k

8 Expresa el integrando de las siguientes integrales de la forma:

= cociente + 

y resuélvelas:

a) ∫ dx b) ∫ dx c) ∫ dx

a) ∫ dx = ∫ (x – 6 + ) dx = – 6x + 10 ln|x + 1| + k

b) ∫ dx = ∫ (x + 1 + ) dx = + x + 3 ln|x + 1| + kx2

2
3

x + 1
x2 + 2x + 4

x + 1

x2

2
10

x + 1
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x + 1
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2
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1
2
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4
3
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4
3

4 dx
3(1 + x2)

4 dx
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5
2

2 dx
(2x)2 + 1

5
2

5 dx
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2
3

3 dx
1 + (3x)2

2
3

2 dx
1 + 9x2

dx
4 + x2

4 dx
3 + 3x2

5 dx
4x2 + 1

2 dx
1 + 9x2

x4

4
3x

ln 3

1
5

1
5

–1
2
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c) ∫ dx = ∫ (x2 – x – 1 – ) dx =

= – – x – 3 ln|x – 2| + k

9 Halla estas integrales sabiendo que son del tipo arco seno:

a) ∫ b) ∫ c) ∫ dx d) ∫ (*)

a) ∫ = ∫ = arc sen (2x) + k

b) ∫ = ∫ = arc sen + k

c) ∫ dx = ∫ dx = arc sen (ex) + k

d) (*) En el libro debería decir:  ∫

∫ = ∫ = arc sen (ln |x | ) + k

Integrales de la forma  ∫f(x)n · f ' (x)dx

10 Resuelve las integrales siguientes:

a) ∫ cos x sen3 x dx b)∫ dx

c) ∫ d)∫ ln3 x dx

a) ∫ cos x sen3 x dx = + k

b) ∫ dx = 3∫ (x + 1)–2 dx = 3 · = + k

c) ∫ = Ú 2x (x2 + 3)–5 dx = · + k = + k

d) ∫ ln3 x dx = + kln4|x|
4

1
x
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1
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2
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1
2
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1
2
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√4 – x2

dx

√1 – 4x2

x2

2
x3

3

3
x – 2

x3 – 3x2 + x – 1
x – 2
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11 Resuelve las siguientes integrales:

a) ∫ sen x cos x dx b)∫
c) ∫ d)∫
a) ∫ sen x cos x dx = + k

b) ∫ = –∫ (–sen x) · cos–5 x dx = + k = + k

c) ∫ = –∫ –2x (9 – x2)–1/2 dx = – + k = –2 + k

d) ∫ = ∫ 2x (x2 + 5)–1/2 dx = = + k

12 Resuelve las siguientes integrales:

a) ∫ (x – 1)dx b)∫ dx

c) ∫ dx d)∫ sen x dx

a) ∫ (x – 1)dx = ∫ (2x – 2) dx =

= ∫(x2 – 2x)1/2 (2x – 2) dx =

= + k = + k

b) ∫ dx = ∫ arc sen x dx = + k

c) ∫ dx = ∫ (1 + ln x)2 · dx = + k

d) ∫ sen x dx = –∫ (1 + cos x)3/2 (–sen x)dx =

= – + k = + k
–2√(1 + cos x)5

5
(1 + cos x)5/2

5/2

√(1 + cos x)3

(1 + ln x )3

3
1
x

(1 + ln x)2

x

arc sen2 x
2

1

√1 – x2

arc sen x

√1 – x2

√(x2 – 2x)3

3
(x2 – 2x)3/2

3/2
1
2

1
2

√x2 – 2x
1
2

√x2 – 2x

√(1 + cos x)3(1 + ln x)2

x

arc sen x

√1 – x2
√x2 – 2x

√x2 + 5
(x2 + 5)1/2

1/2
1
2

1
2

x dx

√x2 + 5

√9 – x2(9 – x2)1/2

1/2
2x dx

√9 – x2

1
4 cos4 x

–cos–4 x
–4

sen x dx
cos5 x

sen2 x
2

x dx

√x2 + 5

2x dx

√9 – x2

sen x dx
cos5 x

Unidad 12. Cálculo de primitivas14



Página 357

Integración por partes

s13 Aplica la integración por partes para resolver las siguientes integrales:

a) ∫ x ln x dx b)∫ x e2x dx

c) ∫ 3x cos x dx d)∫ ln (2x – 1) dx

e) ∫ dx f) ∫ arc tg x dx

g) ∫ arc cos x dx h)∫ x 2 ln x dx

a) ∫ x ln x dx

∫ x ln x dx = ln x – ∫ dx = ln|x| – + k

b) ∫ x e2x dx

∫ xe2x dx = e2x – ∫ e2x dx = e2x – e2x + k

c) ∫ 3x cos x dx = 3∫ x cos x dx

3∫ x cos x dx = 3 x sen x – ∫ sen x dx = 3[x sen x + cos x] + k =

= 3x sen x + 3cos x + k

d) ∫ ln (2x – 1) dx

2
u = ln 2x – 1  8 du = —

2x – 1
dv = dx 8 v = x

°§
¢
§
£

][

u = x 8 du = dx

dv = cos x dx 8 v = sen x

°
¢
£

1
4

x
2

1
2

x
2

u = x 8 du = dx
1

dv = e2x dx 8 v = — e2x

2

°
§
¢
§
£

x2

4
x2

2
x
2

x2

2

1
u = ln x 8 du = — dx

x
x2

dv = x dx 8 v = —
2

°
§
¢
§
£

x
ex

Unidad 12. Cálculo de primitivas 15
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∫ ln (2x – 1) dx = x ln (2x – 1) – ∫ dx =

= x ln (2x – 1) – ∫ 1 + dx =

= x ln (2x – 1) – x – ln (2x – 1) + k

e) ∫ dx

∫ dx = –xe–x + ∫ e–x dx = –xe–x – e–x + k

f) ∫ arc tg x dx

∫ arc tg x = x arc tg x – ∫ dx = x arc tg x – ∫ dx = 

= x arc tg x – ln (1 + x2) + k

g) ∫ arc cos x dx

∫ arc cos x dx = x arc cos x + ∫ dx = x arc cos x – + k

h) ∫ x2 ln x dx

∫ x2 ln x dx = – ∫ dx = – + kx3

9
x3 ln x

3
x2

3
x3 ln x

3

1
u = ln x 8 du = — dx

x
x3

dv = x2 dx 8 v = —
2

°
§
¢
§
£

√1 – x2x

√1 – x2

–1u = arc cos x 8 du = —
√
—
1 – x2

dv = dx 8 v = x

°§
¢
§
£

1
2

2x
1 + x2

1
2

1
1 + x2

1u = arc tg x 8 du = — dx
1 + x2

dv = dx 8 v = x

°§
¢
§
£

x
ex

u = x 8 du = dx

dv = e–x dx 8 v = – e–x dx

°
¢
£

x
ex

1
2

)1
2x – 1(

2x
2x – 1
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14 Resuelve las siguientes integrales aplicando dos veces la integración por
partes:

a) ∫ x2 sen x dx b)∫ x2 e2x dx

c) ∫ ex sen x dx d)∫ (x + 1)2 ex dx

a) ∫ x2 sen x dx

∫x2 sen x dx = –x2 cos x + ∫2x cos x dx = –x2 cos x + 2∫x cos x dx
1442443

I1

I1 = x sen x – ∫sen x dx = x sen x + cos x

Por tanto:

∫x2 sen x dx = –x2 cos x + 2x sen x + 2 cos x + k

b) ∫x2 e2x dx

∫x2 e2x dx = e2x – ∫x e2x dx

14243
I1

I1 = e2x – ∫ e2x dx = e 2x – e 2x

Por tanto:

∫x2 e2x dx = e2x – e 2x + e 2x + k = – + e 2x + k)1
4

x
2

x2

2(1
4

x
2

x2

2

1
4

x
2

1
2

x
2

u1 = x 8 du1 = dx
1

dv1 = e2x dx 8 v1 = — e2x
2

°
§
¢
§
£

x2

2

u = x2 8 du = 2x dx
1

dv = e2x dx 8 v = — e2x
2

°
§
¢
§
£

u1 = x 8 du1 = dx

dv1 = cos x dx 8 v1 = sen x
°
¢
£

u = x2 8 du = 2x dx

dv = sen x dx 8 v = –cos x

°
¢
£
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c) ∫ exsen x dx

∫ ex sen x dx = –ex cos x + ∫ ex cos x dx

1442443
I1

I1 = ex sen x – ∫ ex sen x dx

Por tanto:

∫ ex sen x dx = –ex cos x + ex sen x – ∫ ex sen x dx

2∫ ex sen x dx = ex sen x – ex cos x

∫ ex sen x dx = + k

d) ∫ (x + 1)2 ex dx

∫ (x + 1)2 ex dx = (x + 1)2 ex – 2∫ (x + 1) ex dx

1442443
I1

I1 = (x + 1) ex – ∫ ex dx = (x + 1) ex – ex = (x + 1 – 1) ex = x ex

Por tanto:

∫ (x + 1)2 ex dx = (x + 1)2 ex – 2x ex + k =

= (x2 + 2x + 1 – 2x) ex + k = (x2 + 1) ex + k

u1 = (x + 1) 8 du1 = dx

dv1 = ex dx 8 v1 = ex
°
¢
£

u = (x + 1)2 8 du = 2(x + 1) dx

dv = ex dx 8 v = ex

°
¢
£

ex sen x – ex cos x
2

u1 = ex 8 du1 = ex dx

dv1 = cos x dx 8 v1 = sen x
°
¢
£

u = ex 8 du = ex dx

dv = sen x dx 8 v = –cos x

°
¢
£

Unidad 12. Cálculo de primitivas18



Integrales racionales

15 Aplica la descomposición en fracciones simples para resolver las siguientes
integrales:

a) ∫ dx b)∫ dx

c) ∫ dx d)∫ dx

e) ∫ dx f) ∫ dx

g) ∫ dx h)∫ dx

a) ∫ dx

= +

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx = – ln |x + 3| + ln |x – 2| + k

b) ∫ dx

3x3 x2 – 4

–3x3 + 12x 3x = 3x +

12x

∫ dx = ∫ 3x + dx = + 6 ln |x2 – 4| + k

c) ∫
x3 – 4x2 – 25x + 100 = 0

x2 + x – 20 = 0  8 x = 

= + + 8 A = ,  B = ,  C = –

∫ dx = ln |x – 5| + ln |x + 5| – ln |x – 4| + k
1
9

1
90

1
10

1
x3 – 4x2 – 25x + 100

1
9

1
90

1
10

C
x – 4

B
x + 5

A
x – 5

1
x3 – 4x2 – 25x + 100

x = –5

x = 4

–1 ± √1 + 80
2

1 –4 –25 100

5 5 5 –100

1 1 –20 0

1
x3 – 4x2 – 25x + 100

3x2

2)12x
x2 – 4(3x3

x2 – 4

12x
x2 – 4

3x3

x2 – 4

3x3

x2 – 4

1
5

1
5

1/5
x – 2

–1/5
x + 3

1
x2 + x – 6

A = –1/5

B = 1/5

B
x – 2

A
x + 3

1
x2 + x – 6

1
x2 + x – 6

–16
x2 – 2x – 15

x3 – 2x2 + x – 1
x2 – 3x + 2

x2

x2 + 4x + 3
4

x2 + x – 2

x2 + 1
x2 + x

1
x3 – 4x2 – 25x + 100

3x3

x2 – 4
1

x2 + x – 6

Unidad 12. Cálculo de primitivas 19
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d) ∫ dx

Por el mismo procedimiento:

= 1 + = 1 + – 

∫ dx = x + ln |x | – 2ln |x + 1| + k

e) ∫ dx

= + 8 A = – ,  B = 

∫ dx = – ln |x + 2| + ln |x – 1| + k

f) ∫ dx

= 1 – = 1 – + 8 A = ,  B = –

∫ dx = ∫ 1 – + dx =

= x – ln |x + 3| + ln |x + 1| + k

g) ∫ dx

= x + 1 + = x + 1 + +

∫ dx = ∫ x + 1 + + dx =

= +x + ln |x – 2| + ln |x – 1| + k

h) Análogamente:

∫ dx = ∫ + dx = –2ln |x – 5| + 2ln |x + 3| + k])2
x + 3

–2
x – 5(–16

x2 – 2x – 15

x2

2

)1
x – 1

1
x – 2(x3 – 2x2 + x – 1

x2 – 3x + 2

A = 1

B = 1

B
x – 1

A
x – 2

2x – 3
(x – 2)(x – 1)

x3 – 2x2 + x – 1
x2 – 3x + 2

x3 – 2x2 + x – 1
x2 – 3x + 2

1
2

9
2

])–1/2
x + 1

9/2
x + 3([x2

x2 + 4x + 3

1
2

9
2)B

x + 1
A

x + 3(4x + 3
x2 + 4x + 3

x2

x2 + 4x + 3

x2

x2 + 4x + 3

4
3

4
3

4
x2 + x – 2

4
3

4
3

B
x – 1

A
x + 2

4
x2 + x – 2

4
x2 + x – 2

x2 + 1
x2 + x

2
x + 1

1
x

–x + 1
x2 + x

x2 + 1
x2 + x

x2 + 1
x2 + x
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16 Resuelve las siguientes integrales:

a) ∫ dx b)∫ dx

c) ∫ dx d)∫ dx

a) ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + + 

= 

2x – 4 = A(x – 1)(x + 3) + B(x + 3) + C (x – 1)2

Hallamos A,  B y  C :

Por tanto:

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx + ∫ dx =

= ln|x – 1| + · – ln|x + 3| + k = ln Ô Ô + + k

b) ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + = 

2x + 3 = A(x + 5) + B(x – 2)

Hallamos  A y  B:

Por tanto:

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx =

= ln|x – 2| + ln|x + 5| + k = ln|(x – 2)(x + 5)| + k

1
x + 5

1
x – 2

2x + 3
(x – 2) (x + 5)

°
¢
£

x = 2 8 7 = 7A 8 A = 1

x = –5 8 –7 = –7B 8 B = 1

A(x + 5) + B(x – 2)
(x – 2) (x + 5)

B
x + 5

A
x – 2

2x + 3
(x – 2) (x + 5)

2x + 3
(x – 2) (x + 5)

1
2x – 2

x – 1
x + 3

5
8

5
8

1
(x – 1)

1
2

5
8

–5/8
x + 3

–1/2
(x – 1)2

5/8
x – 1

2x – 4
(x – 1)2 (x + 3)

°
§
¢
§
£

x = 1 8 –2 = 4B 8 B = –1/2

x = –3 8 –10 = 16C 8 C = –5/8

x = 0 8 –4 = –3A + 3B + C 8 A = 5/8

A(x – 1)(x + 3) + B(x + 3) + C (x – 1)2

(x – 1)2 (x + 3)
2x – 4

(x – 1)2 (x + 3)

C
x + 3

B
(x – 1)2

A
x – 1

2x – 4
(x – 1)2 (x + 3)

2x – 4
(x – 1)2 (x + 3)

3x – 2
x2 – 4

1
(x – 1)(x + 3)2

2x + 3
(x – 2)(x + 5)

2x – 4
(x – 1)2 (x + 3)
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c) ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + + 

= 

1 = A(x + 3)2 + B(x – 1)(x + 3) + C (x – 1)

Hallamos A,  B y  C :

Por tanto:

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx + ∫ dx =

= ln|x – 1| – ln|x + 3| + · + k =

= ln + + k

d) ∫ dx = ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + = 

3x – 2 = A(x + 2) + B(x – 2)

Hallamos  A y  B:

Por tanto:

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx =

= ln|x – 2| + 2 ln|x + 2| + k = ln [|x – 2|(x + 2)2] + k

2
x + 2

1
x – 2

3x – 2
x2 – 4

°
¢
£

x = 2 8 4 = 4A 8 A = 1

x = –2 8 –8 = –4B 8 B = 2

A(x + 2) + B(x – 2)
(x – 2) (x + 2)

B
x + 2

A
x – 2

3x – 2
(x – 2) (x + 2)

3x – 2
(x – 2) (x + 2)

3x – 2
x2 – 4

1
4(x + 3)|x – 1

x + 3|1
16

1
(x + 3)

1
4

1
16

1
16

–1/4
(x + 3)2

–1/16
x + 3

1/16
x – 1

1
(x – 1) (x + 3)2

°
§
¢
§
£

x = 1 8 1 = 16A 8 A = 1/16

x = –3 8 1 = –4C 8 C = –1/4

x = 0 8 1 = 9A – 3B – C 8 B = –1/16

A(x + 3)2 + B(x – 1)(x + 3) + C (x – 1)
(x – 1) (x + 3)2

1
(x – 1) (x + 3)2

C
(x + 3)2

B
x + 3

A
x – 1

1
(x – 1) (x + 3)2

1
(x – 1) (x + 3)2
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17 Resuelve las siguientes integrales:

a) ∫x4 ex5

dx b) ∫x sen x2 dx        c) ∫ dx d) ∫ dx

a) ∫ x4 ex5

dx = ∫ 5x4 ex5
dx = ex5

+ k

b) ∫ x sen x2 dx = ∫ 2x sen x2 dx = cos x2 + k

c) ∫ dx = ∫ (x + 3)5/2 dx = = + k

d) ∫ dx = ∫ dx = ln|2 – 6x2| + k

18 Resuelve estas integrales:

a) ∫ x · 2–x dx        b) ∫ x 3 sen x dx c) ∫ ex cos x dx d) ∫ x5 e–x3

dx

a) ∫ x · 2–x dx

∫ x 2–x dx = + ∫ dx = + ∫ 2–x dx =

= – + k

b) ∫ x3 sen x dx

∫ x3 sen x dx = –x3 cos x + 3∫ x2 cos x dx
14243

I1

I1 = x2 sen x – 2∫ x sen x dx
14243

I2

I2 = –x cos x + ∫ cos x dx = –x cos x + sen x

u2 = x 8 du2 = dx

dv2 = sen x dx 8 v2 = –cos x
°
¢
£

u1 = x2 8 du1 = 2x dx

dv1 = cos x dx 8 v1 = sen x
°
¢
£

u = x3 8 du = 3x2 dx

dv = sen x dx 8 v = –cos x

°
¢
£

2–x

(ln 2)2
–x · 2–x

ln 2

1
ln 2

–x · 2–x

ln 2
2–x

ln 2
–x · 2–x

ln 2

u = x 8 du = dx
–2–x

dv = 2–x dx 8 v = —
ln 2

°
§
¢
§
£

1
4

–12x
2 – 6x2

1
4

–3x
2 – 6x2

√(x + 3)72
7

(x + 3)7/2

7/2
√(x + 3)5

–1
2

1
2

1
5

1
5

–3x
2 – 6x2√(x + 3)5

PARA RESOLVER
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Así:  I1 = x2 sen x + 2x cos x – 2 sen x

Por tanto:

∫ x3 sen x dx = –x3 cos x + 3x2 sen x + 6x cos x – 6 sen x + k

c) ∫ ex cos x dx

I = ex sen x – ∫ex sen x dx
1442443

I1

I1 = –cos x ex + ∫ex cos x dx

I = ex sen x – (–cos x ex + I )

2I = ex sen x + ex cos x

I = + k

d) ∫x5 e–x3
dx = ∫x3 · x2 e–x3

dx

∫x5 e–x3
dx = e–x3

+ ∫x2 e–x3
dx = e–x3

– e–x3
+ k = 

= e–x3
+ k

19 Calcula las integrales racionales siguientes:

a) ∫ dx b)∫ dx

c) ∫ dx d)∫ dx

a) ∫ dx =
(1)

∫ dx + ∫ dx = ln (x2 + 1) + 2 arc tg x + k

(1) Hacemos  ∫ = ∫ + dx)2
x2 + 1

x
x2 + 1((x + 2)dx

x2 + 1

1
2

2
x2 + 1

2x
x2 + 1

1
2

x + 2
x2 + 1

2x2 + 5x – 1
x3 + x2 – 2x

2x2 + 7x – 1
x3 + x2 – x – 1

1
(x2 – 1)2

x + 2
x2 + 1

(–x3 – 1)
3

1
3

–x3

3
–x3

3

u = x3 8 du = 3x2 dx
–1dv = x2 e–x3

dx 8 v = — e–x3

3

°
§
¢
§
£

ex sen x + ex cos x
2

u = ex 8 du = ex dx

dv = sen x dx 8 v = –cos x

°
¢
£

u = ex 8 du = ex dx

dv = cos x dx 8 v = sen x

°
¢
£
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b) ∫ dx = ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + + + 

= 

1 = A(x – 1)(x + 1)2 + B(x + 1)2 + C (x + 1)(x – 1)2 + D (x – 1)2

Calculamos  A, B, C y  D,  dando a  x los valores 1, –1, 0 y 2:

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx + ∫ dx + ∫ dx =

= ln|x – 1| – · + ln|x + 1| – · + k =

= ln|x – 1| + – ln|x + 1| + + k =

= ln + + k

c) ∫ dx = ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples (para ello, encontramos las raíces del
denominador):

= + + 

= 

2x2 + 7x – 1 = A(x + 1)2 + B(x – 1)(x + 1) + C (x – 1)

Hallamos  A,  B y  C :

°
§
¢
§
£

x = 1 8 8 = 4A 8 A = 2

x = –1 8 –6 = –2C 8 C = 3

x = 0 8 –1 = A – B – C 8 B = 0

A(x + 1)2 + B(x – 1)(x + 1) + C (x – 1)
(x – 1)(x + 1)2

2x2 + 7x – 1
(x – 1)(x + 1)2

C
(x + 1)2

B
x + 1

A
x – 1

2x2 + 7x – 1
(x – 1)(x + 1)2

2x2 + 7x – 1
(x – 1)(x + 1)2

2x2 + 7x – 1
x3 + x2 – x – 1

]2x
x2 – 1|x – 1

x + 1|[–1
4

]1
x + 1

1
x – 1[–1

4

1
(x + 1)

1
4

1
4

1
(x + 1)

1
4

–1
4

1/4
(x + 1)2

1/4
(x + 1)

1/4
(x – 1)2

–1/4
(x – 1)

1
(x2 – 1)2

A = –1/4

B = 1/4

C = 1/4

D = 1/4

°
§
§
¢
§
§
£

x = 1 8 1 = 4B 8 B = 1/4

x = –1 8 1 = 4D 8 D = 1/4

x = 0 8 1 = –A + B + C + D 8 1/2 = –A + C

x = 2 8 1 = 9A + 9B + 3C + D 8 –3/2 = 9A + 3C 8 –1/2 = 3A + C

A(x – 1)(x + 1)2 + B(x + 1)2 + C (x + 1)(x – 1)2 + D (x – 1)2

(x – 1)2 (x + 1)2
1

(x – 1)2 (x + 1)2

D
(x + 1)2

C
(x + 1)

B
(x – 1)2

A
(x – 1)

1
(x – 1)2 (x + 1)2

1
(x – 1)2 (x + 1)2

1
(x2 – 1)2
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Por tanto:

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx = 2 ln|x – 1| – + k

d) ∫ dx = ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + + 

= 

2x2 + 5x – 1 = A(x – 1)(x + 2) + Bx (x + 2) + Cx (x – 1)

Hallamos   A,  B y  C :

Por tanto:

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx + ∫ dx =

= ln|x|+ 2 ln|x – 1| – ln|x + 2| + k =

= ln + k

20 Para resolver la integral  ∫ cos3 x dx,  hacemos:

cos3 x = cos x cos2 x = cos x(1 – sen2 x) =

= cos x – cos x sen2 x

Así, la descomponemos en dos integrales inmediatas. Calcúlala.

Resuelve, después,  ∫ sen3 x dx.

• ∫ cos3 x dx = ∫ cos x dx – ∫ cos x sen2 x dx = sen x – +k

• ∫ sen3 x dx = ∫ sen x (sen2 x) dx = ∫ sen x (1 – cos2 x ) dx =

= ∫ sen x dx – ∫ sen x cos2 x dx = – cos x +
cos3 x

3

sen3 x
3

)(x – 1)2√x

√x + 2(
1
2

1
2

–1/2
x + 2

2
x – 1

1/2
x

2x2 + 5x – 1
x3 + x2 – 2x

°
§
¢
§
£

x = 0 8 –1 = –2A 8 A = 1/2

x = 1 8 6 = 3B 8 B = 2

x = –2 8 –3 = 6C 8 C = –1/2

A(x – 1)(x + 2) + Bx (x + 2) + Cx (x – 1)
x(x – 1)(x + 2)

2x2 + 5x – 1
x (x – 1)(x + 2)

C
x + 2

B
x – 1

A
x

2x2 + 5x – 1
x (x – 1)(x + 2)

2x2 + 5x – 1
x (x – 1)(x + 2)

2x2 + 5x – 1
x3 + x2 – 2x

3
x + 1

3
(x + 1)2

2
x – 1

2x2 + 7x – 1
x3 + x2 – x – 1
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s21 Calcula:

a) ∫ b)∫ dx

c) ∫ dx d)∫ dx

a) ∫ = ∫
Descomponemos en fracciones simples:

= + = 

1 = A(x – 2) + B(x + 1)

Hallamos  A y  B:

Por tanto:

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx =

= ln|x + 1| + ln|x – 2| + k =

= ln + k

b) ∫ dx = ∫ (x – 1 + ) dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + + 

= 

3x2 – 6 = A(x – 1)(x + 2) + Bx (x + 2) + Cx (x – 1)

Hallamos  A,  B y  C :

°
§
¢
§
£

x = 0 8 –6 = –2A 8 A = 3

x = 1 8 –3 = 3B 8 B = –1

x = –2 8 6 = 6C 8 C = 1

A(x – 1)(x + 2) + Bx (x + 2) + Cx (x – 1)
x (x – 1)(x + 2)

3x2 – 6
x (x – 1)(x + 2)

C
x + 2

B
x – 1

A
x

3x2 – 6
x (x – 1)(x + 2)

3x2 – 6
x (x – 1)(x + 2)

x4 + 2x – 6
x3 + x2 – 2x

|x – 2
x + 1|1

3

1
3

–1
3

1/3
x – 2

–1/3
x + 1

dx
x2 – x – 2

°
¢
£

x = –1 8 1 = –3A 8 A = –1/3

x = 2 8 1 = 3B 8 B = 1/3

A(x – 2) + B(x + 1)
(x + 1) (x – 2)

B
x – 2

A
x + 1

1
(x + 1) (x – 2)

dx
(x + 1) (x – 2)

dx
x2 – x – 2

2x – 3
x3 – 2x2 – 9x + 18

5x2

x3 – 3x2 + 3x – 1

x4 + 2x – 6
x3 + x2 – 2x

dx
x2 – x – 2
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Por tanto:

∫ dx = ∫ (x – 1 + – + ) dx =

= – x + 3 ln|x| – ln|x – 1| + ln|x + 2| + k =

= – x + ln + k

c) ∫ dx = ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + + = 

5x2 = A(x – 1)2 + B(x – 1) + C

Hallamos  A,  B y  C :

Por tanto:

∫ dx = ∫ ( + + ) dx =

= 5 ln|x – 1| – – + k

d) ∫ dx = ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + + 

= 

2x – 3 = A(x – 3)(x + 3) + B(x – 2)(x + 3) + C (x – 2)(x – 3)

Hallamos  A,  B y  C :

°
§
¢
§
£

x = 2 8 1 = –5A 8 A = –1/5

x = 3 8 3 = 6B 8 B = 1/2

x = –3 8 –9 = 30C 8 C = –3/10

A(x – 3)(x + 3) + B(x – 2)(x + 3) + C (x – 2)(x – 3)
(x – 2)(x – 3)(x + 3)

2x – 3
(x – 2) (x – 3) (x + 3)

C
x + 3

B
x – 3

A
x – 2

2x – 3
(x – 2) (x – 3) (x + 3)

2x – 3
(x – 2) (x – 3) (x + 3)

2x – 3
x3 – 2x2 – 9x + 18

5
2(x – 1)2

10
x – 1

5
(x – 1)3

10
(x – 1)2

5
x – 1

5x2

x3 – 3x2 + 3x – 1

A = 5

B = 10

C = 5

°
§
¢
§
£

x = 1 8 5 = C

x = 2 8 20 = A + B + C

x = 0 8 0 = A – B + C

A(x – 1)2 + B(x – 1) + C
(x – 1)3

C
(x – 1)3

B
(x – 1)2

A
x – 1

5x2

(x – 1)3

5x2

(x – 1)3
5x2

x3 – 3x2 + 3x – 1

|x3(x + 2)
x – 1|x2

2

x2

2

1
x + 2

1
x – 1

3
x

x4 + 2x – 6
x3 + x2 – 2x

Unidad 12. Cálculo de primitivas28



Por tanto:

∫ dx = ∫ ( + + ) dx =

= ln|x – 2| + ln|x – 3| – ln|x + 3| + k

22 Resuelve las integrales siguientes:

a) ∫ dx b)∫ dx

c) ∫ dx d)∫ dx

e) ∫ dx f) ∫ dx

g) ∫ dx h)∫ dx

a) ∫ dx = ∫ ln x dx = + k

b) ∫ dx = ln|x + cos x| + k

c) ∫ dx = ∫ dx = ln|ln|x|| + k

d) ∫ dx = ln|ex + x| + k

e) ∫ dx = –∫ sen ( ) dx = cos ( ) + k

f ) ∫ dx = ∫ (2 – ) dx = 2x – 7 ln|x + 2| + k

g) ∫ dx = ∫ arc tg x dx = + k

h) ∫ dx = –∫ (–sen x) (cos x)–4 dx = + k = + k1
3 cos3 x

–(cos x)–3

–3
sen x
cos4 x

arc tg2 x
2

1
1 + x2

arc tg x

1 + x2

7
x + 2

2x – 3
x + 2

1
x

1
x

–1
x2

sen (1/x)
x2

1 + ex

ex + x

1/x
ln x

1
x ln x

1 – sen x
x + cos x

ln2|x|
2

1
x

ln x
x

sen x
cos4 x

arc tg x

1 + x2

2x – 3
x + 2

sen (1/x)
x2

1 + ex

ex + x
1

x ln x

1 – sen x
x + cos x

ln x
x

3
10

1
2

–1
5

–3/10
x + 3

1/2
x – 3

–1/5
x – 2

2x – 3
x3 – 2x2 – 9x + 18
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Página 358

23 Calcula las integrales indefinidas:

a) ∫ dx b)∫ ln (x – 3)dx

c) ∫ dx d)∫ ln (x2 + 1)dx

e) ∫ (ln x)2dx f) ∫ ex cos exdx

g) ∫ dx h)∫ dx

a) ∫ dx = –2∫ (–sen ) dx = –2 cos ( ) + k

b) ∫ ln (x – 3)dx

∫ ln (x – 3)dx = x ln|x – 3| – ∫ dx = x ln|x – 3| – ∫ 1 + dx = 

= x ln|x – 3| – x – 3 ln|x – 3| + k = (x – 3) ln|x – 3| – x + k

c) ∫ dx

∫ dx = 2√
—
x ln √

—
x – ∫ dx = 2√

—
x ln √

—
x – ∫ dx =

= 2√
—
x ln √

—
x – 2√

—
x + k = 2√

—
x (ln √

—
x – 1) + k

d) ∫ ln (x2 + 1)dx

2x
u = ln (x2 + 1)   8 du = — dx

x2 + 1
dv = dx 8 v = x

°
§
¢
§
£

1

√x

2√x
2x

ln √
—
x

√
—
x

1 1 1
u = ln √

—
x 8 du = — · — = — dx

√
—
x 2√

—
x 2x

1
v = — dx 8 dv = 2√

—
x

√
—
x

°
§
¢
§
£

ln√x

√x

3
x – 3

x
x – 3

1
u = ln (x – 3)   8 du = — dx

x – 3
dv = dx 8 v = x

°
§
¢
§
£

√x√x1

2√x

sen√x

√x

(1 – x)2

1 + x
1

1 – x2

ln√x

√x

sen√x

√x
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∫ ln (x2 + 1) dx = x ln (x2 + 1) – ∫ dx =

= x ln (x2 + 1) – ∫ (2 – ) dx = x ln (x2 + 1) – 2x + 2 arc tg x + k

e) ∫ (ln x)2 dx

∫ (ln x)2 dx = x (ln x)2 – 2∫ ln x dx = x ln2|x| – 2 x ln|x| + 2x + k

f ) ∫ ex cos exdx = sen ex + k

g) ∫ dx = ∫ dx

Descomponemos en fracciones simples:

= + = 

Hallamos  A y  B:

Por tanto:

∫ dx = ∫ ( + ) dx =

= ln|x + 1| – ln|x – 1| + k = ln + k

h) ∫ dx = ∫ dx = ∫ (x – 3 + ) dx =

= – 3x + 4 ln|x + 1| + kx2

2

4
x + 1

x2 – 2x + 1
x + 1

(1 – x)2

1 + x

√ x + 1
x – 1

1
2

1
2

–1/2
x – 1

1/2
x + 1

1
1 – x2

°
¢
£

x = –1 8 –1 = –2A 8 A = 1/2

x = 1 8 –1 = 2B 8 B = –1/2

A(x – 1) + B(x + 1)
(x + 1) (x – 1)

B
x – 1

A
x + 1

–1
(x + 1) (x – 1)

–1
(x + 1) (x – 1)

1
1 – x2

1
u = (ln x)2 8 du = 2 (ln x) · — dx

x
dv = dx 8 v = x

°
§
¢
§
£

2
x2 + 1

2x2

x2 + 1
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s24 Resuelve:

a) ∫ dx

☛ En el numerador, suma y resta  ex.

b)∫ dx

☛ Descomponla en suma de otras dos.

a) ∫ dx =
(1)

∫ dx = ∫ – dx =

= ∫ 1 – = x – ln (1 + ex) + k

(1) Sumamos y restamos  ex en el numerador.

b) ∫ dx = ∫ dx +∫ =

= – ∫ dx + ∫ dx =

= – + 3∫ dx =

= – + 3 arc sen + k

25 Resuelve por sustitución:

a) ∫ x dx b) ∫ c) ∫ dx

d)∫ dx e) ∫ dx f) ∫ dx

☛ a), c), d) Haz  x + 1 = t2.  b) Haz  x = t4.  e), f) Haz  x = t2.

a) ∫ x dx

Cambio: x + 2 = t2 8 dx = 2t dt

∫ x dx = ∫ (t2 – 1) t · 2t dt = ∫ (2t4 – 2t2) dt = – + k =

= – + k
2√(x + 1)3

3
2√(x + 1)5

5

2t3

3
2t5

5
√x + 1

√x + 1

√x
1 + x

1

x + √x

1

x√x + 1

x

√x + 1

dx

x – 
4√

—
x

√x + 1

)x
3(√9 – x2

1/3

√1 – (x/3)2
√9 – x2

3

√9 – x2

–2x

√9 – x2

1
2

3dx

√9 – x2

x

√9 – x2

x + 3

√9 – x2

)ex

1 + ex(
)ex

1 + ex
1 + ex

1 + ex(1 + ex – ex

1 + ex
1

1 + ex

x + 3

√9 – x2

1
1 + ex

Unidad 12. Cálculo de primitivas32



b) ∫
Cambio: x = t4 8 dx = 4t3 dt

∫ = ∫ = ∫ = ∫ = ln|t3 – 1| + k =

= ln| – 1| + k

c) ∫ dx

Cambio: x + 1 = t2 8 dx = 2t dt

∫ dx = ∫ · 2t dt = ∫ (2t2 – 2) dt = – 2t + k =

= – 2 + k

d) ∫ dx

Cambio: x + 1 = t2 8 dx = 2t dt

∫ dx = ∫ = ∫
Descomponemos en fracciones simples:

= + = 

2 = A(t – 1) + B(t + 1)

Hallamos  A y  B:

Por tanto:

∫ = ∫ ( + ) dt = –ln|t + 1| + ln|t – 1| + k =

= ln + k

Así:

∫ dx = ln + k|√x + 1 – 1

√x + 1 + 1
|1

x √x + 1

|t – 1
t + 1|

1
t – 1

–1
t + 1

2 dt
(t + 1) (t – 1)

°
¢
£

t = –1 8 2 = –2A 8 A = –1

t = 1 8 2 = 2B 8 B = 1

A(t – 1) + B(t + 1)
(t + 1) (t – 1)

B
t – 1

A
t + 1

2
(t + 1) (t – 1)

2 dt
(t + 1) (t – 1)

2t dt
(t2 – 1) t

1

x √x + 1

1

x √x + 1

√x + 12√(x + 1)3

3

2t3

3
(t2 – 1)

t
x

√x + 1

x

√x + 1

4
√x34

3

4
3

3t2 dt
t3 – 1

4
3

4t2 dt
t3 – 1

4t3 dt
t4 – t

dx

x – 
4√x

dx

x – 
4√x
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e) ∫ dx

Cambio: x = t2 8 dx = 2t dt

∫ dx = ∫ = ∫ = 2 ln|t + 1| + k =

= 2 ln ( + 1) + k

f ) ∫ dx

Cambio: x = t2 8 dx = 2t dt

∫ dx = ∫ = ∫ = ∫ (2 – ) dt =

= 2t – 2 arc tg t + k = 2 – 2 arc tg + k

26 Resuelve, utilizando un cambio de variable, estas integrales:

a) ∫ dx b)∫
c) ∫ dx d)∫ dx

☛ a) Haz  x = sen t.

a) Hacemos  x = sen t 8 dx = cos t dt

∫ dx = ∫ cos t dt = ∫cos2 t dt =
(1)

∫ + dt =

= + ∫2 cos 2t dt = + sen 2t + k

(1) cos2 t = 

Deshacemos el cambio:

sen t = x 8 cos t = ;  t = arc sen x

sen 2t = 2 sen t cos t = 2x

Por tanto:

∫ dx = (arc sen x + x ) + k√1 – x21
2

√1 – x2

√1 – x2

√1 – x2

1 + cos 2t
2

1
4

t
2

1
4

t
2

)cos 2t
2

1
2(√1 – sen2 t√1 – x2

1

1 + √x

e3x – ex

e2x + 1

dx
e2x – 3ex√1 – x2

√x√x

2
1 + t2

2t2 dt
1 + t2

t · 2t dt
1 + t2

√x
1 + x

√x
1 + x

√x

2 dt
t + 1

2t dt
t2 + t

1

x + √x

1

x + √x
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b) ∫
Hacemos el cambio:  ex = t 8 x = ln t 8 dx = dt

∫ = ∫ dt = ∫ dt = ∫ dt

Descomponemos en fracciones simples:

= + + = 

1 = At (t – 3) + B(t – 3) + Ct2

Hallamos   A,  B y  C :

Así, tenemos que:

∫ dt = ∫ + + dt =

= ln|t| + + ln|t – 3| + k

Por tanto:

∫ = ln ex + + ln|ex – 3| + k =

= – x + + ln|ex – 3| + k

c) ∫ dx

Hacemos el cambio:  ex = t 8 x = ln t 8 dx = dt

∫ dx = ∫ · dt = ∫ dt = ∫ 1 – dt =

= t – 2 arc tg t + k = ex – 2 arc tg (ex) + k

d) ∫ dx

Hacemos el cambio:  x = t2 8 dx = 2t dt

∫ dx = ∫ = ∫ 2 – dt = 2t – 2 ln|1 + t| + k =

= 2 – 2 ln (1 + ) + k√x√x

)2
1 + t(2t dt

1 + t

1

1 + √x

1

1 + √x

)2
t2 + 1(t2 – 1

t2 + 1
1
t

t3 – t
t2 + 1

e3x – ex

e2x + 1

1
t

e3x – ex

e2x + 1

1
9

1
3ex

1
9

1
9

1
3ex

–1
9

dx
e2x – 3ex

1
9

1
3t

–1
9

)1/9
t – 3

–1/3
t2

–1/9
t(1

t2(t – 3)

°
§
¢
§
£

t = 0 8 1 = –3B 8 B = –1/3

t = 3 8 1 = 9C 8 C = 1/9

t = 1 8 1 = –2A – 2B + C 8 A = –1/9

At (t – 3) + B(t – 3) + Ct2

t2(t – 3)
C

t – 3
B
t2

A
t

1
t2(t – 3)

1
t2(t – 3)

1
t3 – 3t2

1/t
t2 – 3t

dx
e2x – 3ex

1
t

dx
e2x – 3ex
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s27 Encuentra la primitiva de  f (x) = que se anula para  x = 0.

F (x) = ∫ dx = ∫ dx = ln|1 + 3x| + k

F (0) = k = 0

Por tanto:  F (x) = ln|1 + 3x|

28 Halla la función  F para la que  F'(x) = y  F(1) = 2.

F (x) = ∫ dx = + k

F (1) = –1 + k = 2   ò k = 3

Por tanto:  F (x) = + 3

29 De todas las primitivas de la función  y = 4x – 6,  ¿cuál de ellas toma el valor
4 para  x = 1?

F (x) = ∫ (4x – 6) dx = 2x2 – 6x + k

F (1) = 2 – 6 + k = 4   ò k = 8

Por tanto:  F (x) = 2x2 – 6x + 8

30 Halla  f (x)  sabiendo que  f ''(x) = 6x,  f '(0) = 1  y  f (2) = 5.

f ' (x) = 3x2 + 1

ò k = –5

Por tanto:  f (x) = x3 + x – 5

31 Resuelve las siguientes integrales por sustitución:

a) ∫ dx b)∫ dx

☛ a) Haz  = t.  b) Haz  = t.√ex – 1√ex

√ex – 1ex

1 – √ex

°
§
¢
§
£

f (x) = ∫ (3x2 + 1) dx = x3 + x + k

f (2) = 10 + k = 5

°
§
¢
§
£

f ' (x) = ∫ 6x dx = 3x2 + c

f ' (0) = c = 1

–1
x

–1
x

1
x2

1
x2

–1
3

1
3

3
1 + 3x

1
3

1
1 + 3x

1
1 + 3x
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a) ∫ dx

Cambio: = t 8 ex/2 = t 8 = ln t 8 dx = dt

∫ = ∫ = ∫ = ∫ (–2 + ) dt =

= –2t – 2 ln|1 – t| + k = –2 – 2 ln|1 – | + k

b) ∫ dx

Cambio: = t 8 ex = t2 + 1  8 x = ln (t2 + 1)  8 dx = dt

∫ dx = ∫ t · dt = ∫ dt = ∫ (2 – ) dt =

= 2t – 2 arc tg t + k = 2 – 2 arc tg + k

32 Calcula  ∫ dx.

☛ Multiplica el numerador y el denominador por  1 – cos x.

∫ dx = ∫ dx = ∫ dx =

= ∫ dx = ∫ (1 – cos x) dx = x – sen x + k

33 En el ejercicio resuelto de la página 344, se ha calculado la integral  ∫ cos2 x dx
de dos formas:

— Aplicando fórmulas trigonométricas.

— Integrando por partes.

Utiliza estos dos métodos para resolver:

∫ sen2 x dx

• ∫ sen2 x dx =
(1) ∫ – dx = – sen 2x + k

(1) Aplicando la fórmula:  sen2 x = 

• Por partes:

u = sen x 8 du = cos x dx

dv = sen x dx 8 v = –cos x

°
¢
£

1 – cos 2x
2

1
4

x
2)cos 2x

2
1
2(

sen2 x (1 – cos x)
sen2 x

sen2 x (1 – cos x)
1 – cos2 x

sen2 x (1 – cos x)
(1 + cos x) (1 – cos x)

sen2 x
1 + cos x

sen2 x
1 + cos x

√ex – 1√ex – 1

2
t2 + 1

2t2

t2 + 1
2t

t2 + 1
√ex – 1

2t
t2 + 1

√ex – 1

√ex – 1

√ex√ex

2
1 – t

2t dt
1 – t

t2 · (2/t) dt
1 – t

ex

1 – √ex

2
t

x
2

√ex

ex

1 – √ex

Unidad 12. Cálculo de primitivas 37

12UNIDAD



I = –sen x cos x + ∫ cos2 x dx = –sen x cos x + ∫ (1 – sen2 x ) dx

2I = –sen x cos x + x 8 I = + x

I = – · sen 2x + k = – sen 2x + k

s34 Encuentra una primitiva de la función  f (x) = x2 sen x  cuyo valor para  
x = π sea 4.

F (x) = ∫ x2 sen x dx

Integramos por partes:

F (x) = –x2 cos x + 2∫ x cos x dx
14243

I1

I1 =  x sen x – ∫ sen x dx = x sen x + cos x

Por tanto:

F (x) = –x2 cos x + 2 x sen x + 2 cos x + 6 – π2

s35 Determina la función  f (x)  sabiendo que:

f ''(x) = x ln x,  f '(1) = 0   y   f (e) = 

f ' (x) = ∫ f '' (x) dx 8 f ' (x) = ∫x ln x dx

Integramos por partes:

f ' (x) = ln x – ∫ dx = ln x – + k = ln x – + k)1
2(x2

2
x2

4
x2

2
x
2

x2

2

1
u = ln x 8 du = — dx

x
x2

dv = x dx 8 v = —
2

°
§
¢
§
£

e
4

°
¢
£

F (x) = –x2 cos x + 2 x sen x + 2 cos x + k

F (π) = π2 – 2 + k = 4   ò k = 6 – π2

u1 = x 8 du1 = dx

dv1 = cos x dx 8 v1 = sen x

°
¢
£

u = x2 8 du = 2x dx

dv = sen x dx 8 v = –cos x

°
¢
£

1
4

x
2

1
2

1
2

x
2

1
2

–sen x cos x
2
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f ' (1) = – + k = – + k = 0   ò k = 

f ' (x) = ln x – + 

f (x) = ∫ f ' (x) dx 8 f (x) = ∫ ln x – + dx = ∫ ln x – dx + x

144424443

I

Integramos por partes:

I = ln x – – ∫ dx = ln x – – + k

Por tanto:

f (x) = ln x – – + x + k

f (e) = – + + k = + + k = ò k = –

f (x) = ln x – – + x – 

s36 Calcula la expresión de una función  f (x)  tal  que  f ' (x) = x e –x2
y que  

f(0) = .

f (x) = ∫ x e–x2
dx = – ∫ –2x e–x2

dx = – e–x2
+ k

f (0) = – + k = ò k = 1

Por tanto:  f (x) = – e–x2
+ 1

s37 De una función  y = f(x),  x > –1  sabemos que tiene por derivada  y' = 

donde  a es una constante. Determina la función si, además, sabemos que
f(0) = 1  y  f(1) = –1.

y = ∫ dx 8 f (x) = a ln (1 + x) + k (x > –1)a
1 + x

a
1 + x

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

e3

36
1
4

x3

18)1
2(x3

6

e3

36
e
4

e
4

e3

36
e
4

e3

18
e3

12

1
4

x3

18)1
2(x3

6

x3

18)1
2(x3

6
x2

6)1
2(x3

6

1 1
u = (ln x – —) 8 du = — dx

2 x
x2 x3

dv = — dx 8 v = —
2 6

°
§
¢
§
£

1
4)1

2(x2

2]1
4)1

2(x2

2[

1
4)1

2(x2

2

1
4

1
4)1

2(1
2
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f (0) = 1  8 a ln (1 + 0) + k = 1  8 k = 1

f (1) = –1  8 a ln 2 + k = –1  8 a ln 2 = –1 – 1  8 a = 

Por tanto,  f (x) = ln (1 + x) + 1,  x > –1.
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s38 Dada la función  f : Á 8 Á definida por  f (x) = ln (1 + x2),  halla la primiti-
va de  f cuya gráfica pasa por el origen de coordenadas.

∫ln (1 + x2) dx

Integramos por partes:

∫ln (1 + x2) dx = x ln (1 + x2) – ∫ dx =

= x ln (1 + x2) – 2∫ 1 – dx =

= x ln (1 + x2) – 2(x – arc tg x) + k

F (x) = x ln (1 + x2) – 2x + 2arc tg x + k

Debe pasar por (0, 0)  8 F (0) = 0

F (0) = 0 – 2 · 0 + 0 + k = 0  8 k = 0

Así,  F (x) = x ln (1 + x2) – 2x + 2arc tg x.

s39 Calcula  a para que una primitiva de la función  ∫(ax2 + x cos x + 1) dx pase
por  (π, –1).

I = ∫(ax2 + x cos x + 1) dx = ∫(ax2 + 1) dx + ∫x cos x dx =

= + x + ∫x cos x dx
14243

I1

Calculamos  I1 por partes:

I1 = x sen x – ∫sen x dx = x sen x + cos x + k

°
¢
£

u = x 8 du = dx

dv = cos x dx 8 v = sen x

ax3

3

)1
1 + x2(

2x2

1 + x2

°§
¢
§
£

2x
u = ln (1 + x2)  8 du = — dx

1 + x2

dv = dx 8 v = x

–2
ln 2

–2
ln 2
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F (x) = + x + x sen x + cos x

Como pasa por  (π, –1):

F (π) = –1  8 + π + π · sen π + cos π = –1

+ π – 1 = –1  8 = –π 8 a = = 

Así,  F (x) = + x + x sen x + cos x = – + x + x sen x + cos x

s40 Halla  ∫eax(x2 + bx + c) dx en función de los parámetros  a,  b y  c.

I = ∫eax(x2 + bx + c) dx

Integramos por partes:

Así:

I = eax (x2 + bx + c) – ∫eax(2x + b ) dx
14243

I1
Volvemos a integrar por partes:

I = eax(x2 + bx + c ) – I1 =

= eax(x2 + bx + c ) – eax(2x + b ) – ∫eax 2dx =

= eax(x2 + bx + c ) – eax(2x + b ) + eax + k

s41 Encuentra la función derivable  f : [–1, 1] 8 Á que cumple  f (1) = –1  y  

f ' (x) = 

• Si  x ? 0:

f (x) = ∫ f ' (x) dx
∫ (x2 – 2x) dx si  –1 Ì x < 0

∫ (ex – 1) dx si  0 Ì x < 1

x2 – 2x si  –1 Ì x < 0

ex – 1 si   0 Ì x Ì 1

°
¢
£

2
a3

1
a2

1
a

]1
a

1
a[1

a
1
a

1
a

1
a

°
§
¢
§
£

u = 2x + b 8 du = 2dx
1

dv = eaxdx 8 v = — eax

a

1
a

1
a

°
§
¢
§
£

u = x2 + bx + c 8 du = (2x + b )dx
1

dv = eaxdx 8 v = —eax

a

x3

π 2
x3

3
–3
π2

–3
π2

–3π
π3

aπ3

3
aπ3

3

aπ3

3

ax3

3
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f (x) = 

• Hallamos  k y  c teniendo en cuenta que  f (1) = –1  y que  f (x)  ha de ser 
continua en  x = 0.

f (1) = –1   ò e – 1 + c = –1   ò c = –e

f (x) = k

f (x) = 1 – e

Por tanto:  f (x) = 

s42 De una función derivable se sabe que pasa por el punto  A(–1, –4)  y que su

derivada es:  f '(x) = 

a) Halla la expresión de  f (x).

b)Obtén la ecuación de la recta tangente a  f (x)  en  x = 2.

a) Si  x ? 1:

f (x) = 

Hallamos  k y  c teniendo en cuenta que  f (–1) = –4  y que  f (x)  ha de ser
continua en  x = 1:

f (–1) = – + k = –4   ò k = –

f (x) = – = 0

f (x) = c

Por tanto:  f (x) = 

b) f (2) = ln 2;   f ' (2) = 

La ecuación de la recta tangente será:  y = ln 2 + (x – 2)1
2

1
2

x2 3
2x – — – — si  x < 1

2 2
ln x si  x ≥ 1

°
§
¢
§
£

lím
x 8 1+

3
2

3
2

lím
x 8 1–

3
2

5
2

x2
2x – — + k si  x < 1

2
ln x + c si  x > 1

°
§
¢
§
£

2 – x si  x Ì 1

1/x si  x > 1

°
¢
£

x3
— – x2 + 1 – e si  –1 Ì x < 0
3

ex – x – e si  0 Ì x Ì 1

°§
¢
§
£

lím
x 8 0+

lím
x 8 0–

x3
— – x2 + k si  –1 ≤ x < 0
3

ex – x + c si  0 < x ≤ 1

°§
¢
§
£
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s43 Calcula:

a) ∫ |1 – x | dx b)∫ (3 + |x |) dx

c) ∫ |2x – 1| dx d)∫ | – 2 | dx

a) ∫ |1 – x | dx

|1 – x | = 

f (x) = ∫ |1 – x | dx = 

En  x = 1,  la función ha de ser continua:

f (x) = + k

f (x) = – + c

Por tanto:

∫ |1 – x | dx = 

b) ∫ (3 + |x |) dx

3 + |x | = 

f (x) = ∫ (3 + |x |) dx = 

En  x = 0,  f (x)  ha de ser continua:

f (x) = k

f (x) = c

Por tanto:

∫ (3 + |x |) dx = 

x2
3x – — + k si  x < 0

2
x2

3x + — + k si  x Ó 0
2

°
§
¢
§
£

lím
x 8 0+

lím
x 8 0–

x2
3x – — + k si  x < 0

2
x2

3x + — + c si  x Ó 0
2

°
§
¢
§
£

3 – x si  x < 0

3 + x si  x Ó 0

°
¢
£

x2
x – — + k si  x < 1

2
x2

–x + — + 1 + k si  x Ó 1
2

°
§
¢
§
£

1
2

lím
x 8 1+

1
2

lím
x 8 1–

x2
x – — + k si  x < 1

2
x2

–x + — + c si  x Ó 1
2

°
§
¢
§
£

1 – x si  x < 1

–1 + x si  x Ó 1

°
¢
£

x
2
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c) ∫ |2x – 1| dx

|2x – 1| = 

f (x) = ∫ |2x – 1| dx = 

f (x)  ha de ser continua en  x = :

f (x) = + k

f (x) = – + c

Por tanto:

∫ |2x – 1| dx = 

d) ∫ | – 2 | dx

| – 2 | = 

f (x) = ∫ | – 2 | dx = 

f (x)  ha de ser continua en  x = 4:

f (x) = 4 + k

f (x) = –4 + c

Por tanto:

∫ | – 2 | dx = 

x2
–— + 2x + k si  x < 4

4
x2
— – 2x + 8 + k si  x Ó 4
4

°
§
¢
§
£

x
2

lím
x 8 4+

lím
x 8 4–

x2
–— + 2x + k si  x < 4

4
x2
— – 2x + c si  x Ó 4
4

°
§
¢
§
£

x
2

x
– — + 2 si  x < 4

2
x
— – 2 si  x Ó 4
2

°
§
¢
§
£

x
2

x
2

1
–x2 + x + k si  x < —

2
1 1

x2 – x + — + k si  x Ó —
2 2

°
§
¢
§
£

1
4

lím
x 8 (1/2)+

1
4

lím
x 8 (1/2)–

1
2

1
–x2 + x + k si  x < —

2
1

x2 – x + c si  x Ó —
2

°
§
¢
§
£

–2x + 1 si  x < 1/2

2x – 1 si  x Ó 1/2

°
¢
£
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44 Calcula  ∫ dx.

☛ Utiliza la igualdad  sen2 x + cos2 x = 1.

∫ dx = ∫ dx =

= ∫ dx + ∫ dx =

= ∫ dx + ∫ dx = tg x – cotg x + k

45 Calcula  ∫ cos4 x dx utilizando la expresión:

cos2 x = + 

cos4 x = + 
2

= + + =
(1)

+ + + =

= + + + = + + 

(1) cos2 2x = + 

Por tanto:

∫ cos4 x dx = ∫ + + dx = x + + + k

46 Resuelve:

a) ∫ dx

b)∫ dx

☛ a) Haz  x = 2 sen t.  b) Haz  x = 3/2 sen t.

a) ∫ dx

Hacemos  x = 2sen t 8 dx = 2cos t dt

∫ dx = ∫ 2cos t dt = ∫ 2cos t dt =

= ∫ 4cos2 t dt = 4∫ + dt = 4 + sen 2t + k =

= 2t + sen 2t + k

)1
4

t
2()cos 2t

2
1
2(

√4 (1 – sen2 t )√4 – 4sen2 t√4 – x2

√4 – x2

√9 – 4x2

√4 – x2

sen 2x
4

sen 4x
32

3
8)cos 2x

2
cos 4x

8
3
8(

cos 4x
2

1
2

cos 2x
2

cos 4x
8

3
8

cos 2x
2

cos 4x
8

1
8

1
4

cos 2x
2)cos 4x

2
1
2(1

4
1
4

cos 2x
2

cos2 2x
4

1
4)cos 2x

2
1
2(

cos 2x
2

1
2

1
sen2 x

1
cos2 x

cos2 x
sen2 x cos2 x

sen2 x
sen2 x cos2 x

sen2 x + cos2 x
sen2 x cos2 x

1
sen2 x cos2 x

1
sen2 x cos2 x
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Deshacemos el cambio con  t = arc sen :

sen 2t = 2sen t cos t = 2sen t = 2 · 

I = 2arc sen + + k

b) ∫ dx

Hacemos  x = sen t 8 dx = cos t dt

∫ dx = ∫ · cos t dt = ∫ cos t dt = 

= ∫ 3cos2 t dt = ∫ + dt = + sen 2t =

= t + sen 2t + k

Deshacemos el cambio:

= sen t 8 t = arc sen

sen 2t = 2sen t cos t = 2sen t = 2 · = 

I = arc sen + + k = arc sen + + k

47 Halla una primitiva  F(x)  de la función  f (x) = 2x tal que  F(x) Ì 0  en el 
intervalo [–2, 2].

F (x) = ∫2x dx = x2 + k

x2 + k Ì 0  en [–2, 2]

Debe ser  k Ì –4;  por ejemplo, la función
F (x) = x2 – 4  es menor o igual que 0 en
[–2, 2].

Representamos  x2 y  x2 – 4:

x2 – 4

x2

2–2

√9 – 4x2x
2

2x
3

9
4)√9 – 4x24x

9(9
8)2x

3(9
4

√9 – 4x24x
9

4x2√1 – —
9

2x
3

√1 – sen2 t

2x
3

2x
3

9
8

9
4

)1
4

t
2(9

2)cos 2t
2

1
2(9

2
3
2

√9(1 – sen2 t )
3
2

3
2

9√9 – 4 · — sen2 t
4

√9 – 4x2

3
2

3
2

√9 – 4x2

√4 – x2x
2

x
2

x2√1 – —
4

x
2

√1 – sen2 t

x
2
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48 Busca una primitva  F(x)  de la función  f (x) = 2x – 4  que verifique  F(x) Ó 0
en el intervalo [0, 4].

F (x) = ∫(2x – 4) dx = x2 – 4x + k

Debe ser  F (x) Ó 0  en [0, 4].

Representamos  y = x2 – 4x:

Para que  F (x) Ó 0  en [0, 4] debe ser  k Ó 4.

Por ejemplo,  F (x) = x2 – 4x + 4.

49 Halla  f(x) sabiendo que:

f ''(x) = cos ,   f '(2π) = 0  y  f(0) = 1

f ' (x) = ∫ f '' (x) dx = ∫cos dx = 2∫ cos dx = 2 sen + k

f ' (x) = 2 sen + k;  como  f ' (2π) = 0  8 2 sen + k = 0  8 k = 0

f (x) = ∫ f ' (x) dx = ∫2sen dx = 2 · 2∫ sen dx = 4 –cos + k'

f (x) = –4cos + k';  como  f (0) = 1  8 f (0) = –4cos 0 + k' = 1  8

8 –4 + k' = 1  8 k' = 5

Por tanto, la función que buscamos es  f (x) = –4cos + 5

50 a) Halla la familia de curvas en las que la pendiente de las rectas tangentes
a dichas curvas en cualquiera de sus puntos viene dada por la función:

f(x) = 

b)Determina, de esa familia, la curva que pasa por el punto  A – , .

a) La pendiente de la recta tangente a la curva en uno de sus puntos viene dada
por la derivada de la curva en ese punto.

Por tanto,  m = F ' (x) = .

Buscamos  F (x) = ∫ dx.

F (x) = ∫ dx = ∫ – dx = x – 2∫ dx =

= – 2 ln |2x + 4| + k
x
2

2
2x + 4

1
2)4

2x + 4
1
2(x – 2

2x + 4

x – 2
2x + 4

x – 2
2x + 4

)3
4

5
2(

x – 2
2x + 4

x
2

x
2

)x
2(x

2
1
2

x
2

2π
2

x
2

x
2

x
2

1
2

x
2

x
2

x2 – 4x

x2 – 4x + 4
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b) Debe ser:

F – = 8 – 2ln 2 – + 4 + k = 8 – 2ln 1 + k = 8

8 k = + = 2  8 F (x) = – 2ln|2x + 4| + 2

51 Calcula la función  f(x) sabiendo que  f ''(x) = x, que la gráfica de  f pasa
por el punto  P(1, 1)  y que la tangente en  P es paralela a la recta de ecua-
ción  3x + 3y – 1 = 0.

f ' (x) = ∫ f '' (x) dx 8 f ' (x) = ∫ x dx = + k

f (x) = ∫ f ' (x) dx 8 ∫ + k dx = + kx + k'

f pasa por  P (1, 1)  8 f (1) = 1  8 + k + k' = 1     (1)

La pendiente de la recta tangente en  P es  m = –1;  por ello:

f ' (1) = –1  8 + k = –1     (2)

De las igualdades (1) y (2) obtenemos los valores de  k y  k' :

k = –1 – = – ;  k' = 1 – – k = 1 – + = 

Por tanto, la función que buscamos es:  f (x) = – x +

s52 Prueba que si  F (x)  es una primitiva de  f (x)  y  C un número real cual-
quiera, la función  F(x) + C es también una primitiva de  f (x).

F (x)  primitiva de  f (x)   ï F ' (x) = f (x)

(F (x) + C)' = F ' (x) = f (x)   ò F (x) + C es primitiva de  f (x).

53 a) Representa tres primitivas de la función  f cuya gráfica es la siguiente:

b)Representa tres primitivas de la siguiente función:

f

2

1

1

f2

CUESTIONES TEÓRICAS

7
3

3
2

x3

6

7
3

3
2

1
6

1
6

3
2

1
2

1
2

1
6

x3

3
1
2)x2

2(

x2

2

x
2

5
4

3
4

3
4

–5
4

3
4|)5

2(|–5/2
2

3
4)5

2(
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a) f (x) = 2  ò F (x) = 2x + k

Por ejemplo:  

F1(x) = 2x

F2(x) = 2x + 1

F3(x) = 2x – 1

cuyas gráficas son:

b) f (x) = 2x ò F (x) = x2 + k

Por ejemplo:  

F1(x) = x2

F2(x) = x2 + 1

F3(x) = x2 – 1

cuyas gráficas son:

54 Sabes que una primitiva de la función  f (x) = es  F (x) = ln |x |.  ¿Por qué
se toma el valor absoluto de  x?

f (x) = está definida para todo  x ? 0;  y es la derivada de la función:

F (x) = 

es decir, de  F (x) = ln|x|.

Página 360

55 En una integral hacemos el cambio de variable  ex = t.  ¿Cuál es la expresión
de  dx en función de  t ?

ex = t 8 x = ln t 8 dx = dt

56 Comprueba que  ∫ dx = ln|sec x + tg x | + k

Tenemos que probar que la derivada de  f (x) = ln|sec x + tg x|+ k es  f '(x) = .1
cos x

1
cos x

1
t

ln x si  x > 0

ln (–x) si  x < 0

°
¢
£

1
x

1
x

4

2

1 2
–1

3

1

5

6

7

8

3 4–4 –3 –2 –1

F1F2

F32

1

1 2 3

–1
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Derivamos  f (x) = ln + k:

f ' (x) = = =

= = 

57 Comprueba que  ∫ dx = ln| tg x | + k

Tenemos que comprobar que la derivada de la función  f (x) = ln|tg x| + k es

f ' (x) = .

Derivamos  f (x):

f ' (x) = = = 

58 Sin utilizar cálculo de derivadas, prueba que:

F (x) = y  G(x) = 

son dos primitivas de una misma función.

Si  F (x)  y  G (x)  son dos primitivas de una misma función, su diferencia es una
constante. Veámoslo:

F (x) – G (x) = – ( ) = = 1

Por tanto, hemos obtenido que:  F (x) = G (x) + 1

Luego las dos son primitivas de una misma función.

59 Sean  f y  g dos funciones continuas y derivables que se diferencian en una
constante.

¿Podemos asegurar que  f y  g tienen una misma primitiva?

No. Por ejemplo:

f (x) y  g (x)  son continuas, derivables y se diferencian en una constante (pues
f (x) =  g (x) – 1).

Sin embargo, sus primitivas,  F (x)  y  G (x),  respectivamente, son distintas, cua-
lesquiera que sean los valores de  k y  c.

°
¢
£

f (x) = 2x + 1   8 F (x) = x2 + x + k

g (x) = 2x + 2   8 G (x) = x2 + 2x + c

1 + x4

1 + x4
–x4

1 + x4
1

1 + x4

–x4

1 + x4

1

1 + x4

1
sen x cos x

1/cos2 x
sen x/cos x

1/cos2 x
tg x

1
sen x cos x

1
sen x cos x

1
cos x

1 + sen x
(1 + sen x) cos x

cos2 x + sen x + sen2 x
cos x

1 + sen x

cos2 x + sen x (1 + sen x)
cos2 x

1 + sen x
cos x

|1 + sen x
cos x|
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60 Calcula  f (x)  sabiendo que:

∫ f (x) dx = ln + c

F (x) = ∫ f (x) dx = ln + c

Sabemos que  F ' (x) = f (x).

Por tanto, calculamos la derivada de  F (x).

Aplicamos las propiedades de los logaritmos antes de derivar:

F (x) = 3ln |x – 1| – 2ln (x + 2) + c

F ' (x) = – = = 

Por tanto,  f (x) = .

61 Las integrales:

∫ dx y  ∫ (tg3 x + tg5 x) dx

¿son del tipo ∫ f (x)n f'(x) dx ? 

En caso afirmativo, identifica, en cada una de ellas,  f (x),  n y  f '(x).

Ambas son del tipo ∫ f (x)n f '(x) dx .

• ∫ dx = ∫ (arc tg x)2 · dx

f (x) = arc tg x;  n = 2;  f ' (x) = 

• ∫ (tg3 x + tg5 x) dx = ∫ tg3 x (1 + tg2 x ) dx

f (x) = tg x;  n = 3;  f ' (x) = 1 + tg2 x

62 Para integrar una función cuyo denominador es un polinomio de segundo
grado sin raíces reales, distinguiremos dos casos:

a) Si el numerador es constante, transformamos el denominador para obte-
ner un binomio al cuadrado. La solución será un arco tangente:

∫ = ∫
(Completa la resolución).

dx
(x + 2)2 + 1

dx
x2 + 4x + 5

PARA PROFUNDIZAR

1
1 + x2

1
1 + x2

(arc tg x)2

1 + x2

(arc tg x)2

1 + x2

x + 8
x2 + x – 2

x + 8
x2 + x – 2

3(x + 2) – 2(x – 1)
x2 + x – 2

2
x + 2

3
x – 1

|x – 1 | 3

(x + 2)2

|x – 1 | 3

(x + 2)2
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b) Si el numerador es de primer grado, se descompone en un logaritmo ne-
periano y un arco tangente:

∫ = ∫ dx =

= ∫ dx + ∫
(Completa su resolución).

a) ∫ = ∫ = arc tg (x + 2) + k

b) ∫ = ∫ dx =

= ∫ dx + ∫ =

= ln (x2 + 2x + 3) + 4∫ =

= ln (x2 + 2x + 3) + 2∫ =

= ln (x2 + 2x + 3) + 2 ∫ =

= ln (x2 + 2x + 3) + 2 arc tg ( ) + k

63 Observa cómo se resuelve esta integral:

I = ∫ dx

x3 + 2x2 + 3x = x (x2 + 2x + 3)

La fracción se descompone así:  = + 

Obtenemos:  A = ,  B = – ,  C = 

Sustituimos:  I = ∫ dx – ∫ dx

(Completa su resolución).

Completamos la resolución:

x – 1
x2 + 2x + 3

1
3

1
x

1
3

1
3

1
3

1
3

Bx + C
x2 + 2x + 3

A
x

x + 1
x3 + 2x2 + 3x

x + 1
x3 + 2x2 + 3x

x + 1

√2
√21

2

(1/√
—
2 ) dx

x + 1(—)2 + 1
√

—
2

√21
2

dx
x + 1(—)2 + 1
√

—
2

1
2

dx
(x + 1)2 + 2

1
2

8 dx
x2 + 2x + 3

1
2

2x + 2
x2 + 2x + 3

1
2

2x + 10
x2 + 2x + 3

1
2

(x + 5)dx
x2 + 2x + 3

dx
(x + 2)2 + 1

dx
x2 + 4x + 5

8 dx
x2 + 2x + 3

1
2

2x + 2
x2 + 2x + 3

1
2

2x + 10
x2 + 2x + 3

1
2

(x + 5)dx
x2 + 2x + 3
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I = ∫ dx – ∫ dx =

= ln|x| – ∫ dx = ln|x| – ∫ dx =

= ln|x| – ∫ dx + ∫ =
(*)

= ln|x| – ln (x2 + 2x + 3) + arc tg ( ) + k

(*) (Ver en el ejercicio 62 apartado b) el cálculo de  ∫ ).
64 Resuelve las siguientes integrales:

a) ∫ dx b)∫ dx

c) ∫ dx d)∫ dx

e) ∫ dx f) ∫
☛ e) Multiplica el numerador y el denominador por 4.

a) ∫ dx = ∫ dx

Descomponemos la fracción:

= + = 

2x – 1 = A(x2 + 1) + Bx2 + Cx

Hallamos   A,  B y  C :

Por tanto:

∫ dx = ∫ + dx =

= ∫ dx + ∫ dx + 2∫ =

= – ln|x| + ln(x2 + 1) + 2 arc tg x + k
1
2

dx
x2 + 1

2x
x2 + 1

1
2

–1
x

)x + 2
x2 + 1

–1
x(2x – 1

x3 + x

°
§
¢
§
£

A = –1

B = 1

C = 2

°
§
¢
§
£

x = 0 8 –1 = A

x = 1 8 1 = 2A + B + C 8 3 = B + C

x = –1 8 –3 = 2A + B – C 8 –1 = B – C

A(x2 + 1) + Bx2 + Cx
x (x2 + 1)

Bx + C
x2 + 1

A
x

2x – 1
x(x2 + 1)

2x – 1
x(x2 + 1)

2x – 1
x3 + x

dx
(x + 1)2 (x2 + 1)

2
x2 + 3x + 4

2x + 10
x2 + x + 1

x2 + 3x + 8
x2 + 9

1
x3 + 1

2x – 1
x3 + x

dx
x2 + 2x + 3

x + 1

√2

√2
3

1
6

1
3

dx
x2 + 2x + 3

2
3

2x – 2
x2 + 2x + 3

1
6

1
3

2x + 2 – 4
x2 + 2x + 3

1
6

1
3

2x – 2
x2 + 2x + 3

1
6

1
3

x – 1
x2 + 2x + 3

1
3

1
x

1
3
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b) ∫ dx = ∫
Descomponemos la fracción:

=

= + = 

1 = A(x2 – x + 1) + Bx (x + 1) + C (x + 1)

Hallamos   A,  B y  C :

Por tanto:

∫ dx = ∫ dx + ∫ dx =

= ln|x + 1| – ∫ dx =

= ln|x + 1| – ∫ dx =

= ln|x + 1| – ∫ dx =

= ln|x + 1| – ∫ dx + ∫ =

= ln|x + 1| – ln(x2 – x + 1) + ∫ =

= ln|x + 1| – ln(x2 – x + 1) + ∫ dx =

= ln|x + 1| – ln(x2 – x + 1) + ∫ dx =

= ln|x + 1| – ln(x2 – x + 1) + arc tg + k)2x – 1

√3
(√3

3
1
6

1
3

2/√
—
3

2x + 1(—)2 + 1
√

—
3

√3
3

1
6

1
3

4/3
2x + 1(—)2 + 1
√

—
3

1
2

1
6

1
3

dx
1 3(x – —)2 + —
2 4

1
2

1
6

1
3

dx
x2 – x + 1

1
2

2x – 1
x2 – x + 1

1
6

1
3

2x – 1 – 3
x2 – x + 1

1
6

1
3

2x – 4
x2 – x + 1

1
6

1
3

x – 2
x2 – x + 1

1
3

1
3

1 2– —x + —
3 3

x2 – x + 1

1/3
x + 1

1
x3 + 1

°
§
¢
§
£

x = –1 8 1 = 3A 8 A = 1/3

x = 0 8 1 = A + C 8 C = 2/3

x = 1 8 1 = A + 2B + 2C 8 B = –1/3

A(x2 – x + 1) + Bx (x + 1) + C (x + 1)
(x + 1)(x2 – x + 1)

Bx + C
x2 – x + 1

A
x + 1

1
(x + 1)(x2 – x + 1)

dx
(x + 1)(x2 – x + 1)

1
x3 + 1
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c) ∫ dx = ∫ 1 + dx = x + ∫ dx – ∫ =

= x + ∫ dx – ∫ dx =

= x + ln (x2 + 9) – arc tg + k

d) ∫ dx = ∫ dx = ∫ dx + 9∫ dx =

= ln (x2 + x + 1) + 9∫ =

= ln (x2 + x + 1) + 6 ∫ dx =

= ln (x2 + x + 1) + 6 arc tg + k

e) ∫ dx = ∫ dx = ∫ dx =

= ∫ dx = · ∫ dx =

= arc tg + k

f ) ∫
Descomponemos la fracción:

= + + 

1 = A(x + 1)(x2 + 1) + B(x2 + 1) + Cx (x + 1)2 + D (x + 1)2

Hallamos  A, B, C y  D:

°
§
§
¢
§
§
£

A = 1/2

B = 1/2

C = –1/2

D = 0

°
§
§
¢
§
§
£

x = –1 8 1 = 2B 8 B = 1/2

x = 0 8 1 = A + B + D

x = 1 8 1 = 4A + 2B + 4C + 4D

x = –2 8 1 = –5A + 5B – 2C + D

Cx + D
x2 + 1

B
(x + 1)2

A
x + 1

1
(x + 1)2 (x2 + 1)

dx
(x + 1)2 (x2 + 1)

)2x + 3

√7
(4√7

7

2/√
—
7

2x + 3(—)2 + 1
√

—
7

√7
2

8
7

8/7
2x + 3(—)2 + 1
√

—
7

8
(2x + 3)2 + 7

8
4x2 + 12x + 16

2
x2 + 3x + 4

)2x + 1

√3
(√3

2/√
—
3

2x + 1(—)2 + 1
√

—
3

√3

dx
1 3(x + —)2 + —
2 4

1
x2 + x + 1

2x + 1
x2 + x + 1

2x + 1 + 9
x2 + x + 1

2x + 10
x2 + x + 1

)x
3(1

3
3
2

1/9
(x/3)2 + 1

2x
x2 + 9

3
2

dx
x2 + 9

3x
x2 + 9)3x – 1

x2 + 9(x2 + 3x + 8
x2 + 9
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Por tanto:

∫ = ∫ + – · dx =

= ln|x + 1| – – ln (x2 + 1) + k

Página 361

65 Se llama ecuación diferencial de primer orden a una ecuación en la que, 
además de  x e  y,  figura también  y'.  Resolverla es buscar una función
y = f (x)  que verifique la ecuación.

Por ejemplo, resolvamos  x y2 + y' = 0:

y' = –x y2 8 = –x y2 8 dy = –x y2 dx

Separamos las variables:

= –x dx 8 ∫ = ∫ (–x) dx

– = – + k 8 y = 

Hay infinitas soluciones. Busca la que pasa por el punto (0, 2) y comprueba
que la curva que obtienes verifica la ecuación propuesta.

• Buscamos la solución que pasa por el punto  (0, 2):

y = 8 2 = ò –4k = 2   ò k = 

Por tanto:  y = 

• Comprobamos que verifica la ecuación  xy2 + y ' = 0:

xy2 + y ' = x ( )2 – = x · – =

= – = 0

66 Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden:

a) y y' – x = 0 b) y2 y' – x2 = 1

c) y' – x y = 0 d) y' – y = 0

e) y' ey + 1 = ex f) x2 y' + y2 + 1 = 0

☛ En todas ellas, al despejar  y '  se obtiene en el segundo miembro el producto o el
cociente de dos funciones, cada una de ellas con una sola variable.

√x

4x
(x2 + 1)2

4x
(x2 + 1)2

4x
(x2 + 1)2

4
(x2 + 1)2

4x
(x2 + 1)2

2
x2 + 1

2
x2 + 1

–1
2

2
–2k

2
x2 – 2k

2
x2 – 2k

x2

2
1
y

dy
y2

dy
y2

dy
dx

1
4

1
2(x + 1)

1
2

)x
x2 + 1

1
2

1/2
(x + 1)2

1/2
x + 1(dx

(x + 1)2 (x2 + 1)
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a) yy' – x = 0

y ' = ò = ò y dy = x dx ò ∫y dy = ∫x dx

= + k ò y2 = x2 + 2k ò y = ±

b) y2 y' – x2 = 1

y' = ò = ò y2 dy = (1 + x2) dx

∫y2 dy = ∫ (1 + x2) dx ò = x + + k ò y3 = 3x + x3 + 3k ò

ò y = 

c) y' – x y = 0

y' = xy ò = xy ò = x dx ò ∫ = ∫x dx

ln|y| = + k ò |y| = e (x 2/2) + k ò y = ±e (x 2/2) + k

d) y' – y = 0

y' = ò = ò = ò ∫ = ∫
ln|y| = 2 + k ò |y| = e2 + k ò y = ± e2 + k

e) y' ey + 1 = ex

y' = ò = 

ey dy = (ex – 1) dx ò ∫ey dy = ∫ (ex – 1) dx

ey = ex – x + k ò y = ln|ex – x + k|

f) x2 y' + y2 + 1 = 0

y' = ò = ò = dx

∫ = ∫ dx ò arc tg y = + k

y = tg + k)1
x(

1
x

–1
x2

dy
1 + y2

–1
x2

dy
1 + y2

–(1 + y2)

x2
dy
dx

–1 – y2

x2

ex – 1
ey

dy
dx

ex – 1
ey

√x√x√x

dx

√x

dy
y

dx

√x

dy
y

y

√x

dy
dx

y

√x

√x

x2

2

dy
y

dy
y

dy
dx

3
√3x + x3 + 3k

x3

3
y3

3

1 + x2

y2
dy
dx

1 + x2

y2

√x2 + 2k
x2

2
y2

2

x
y

dy
dx

x
y
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Página 361

AUTOEVALUACIÓN

Resuelve las integrales siguientes:

1. ∫ (cos x + tg x) dx

∫ (cos x + tg x) dx = ∫ cos x dx + ∫ dx = sen x – ln |cos x | + k

2. ∫ + dx

∫ + dx = 2ln |x | + = 2ln |x | + + k

3. ∫x dx

∫x dx = ∫4x (2x2 + 1)1/3 dx = (2x2 + 1)4/3 · = + k

4. ∫ dx

∫ dx = + k

5. ∫x arc tg x dx

∫x arc tg x dx =
(1)

arc tg x – ∫ dx =
(2)

arc tg x – x + arc tg x + k

1442443

I1

(1) Por partes:

(2) I1 = ∫ dx = ∫ 1 – dx = x – arc tg x)1
x2 + 1(x2

1 + x2

1
arc tg x = u 8 — dx = du

1 + x2

x2
x dx = dv 8 — = v

2

°
§
¢
§
£

1
2

1
2

x2

2
x2

1 + x2
1
2

x2

2

tg3 x
3

tg2 x
cos2 x

tg2 x
cos2 x

3√(2x2 + 1)4
3
16

3
4

1
4

1
4

3√2x2 + 1

3√2x2 + 1

√x32
3

x3/2

3/2)x

√x

2
x(

)x

√x

2
x(

sen x
cos x
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6. ∫ sen (ln x) dx

∫ sen (ln x) dx = – cos (ln x) + k

7. ∫ dx

I = ∫ dx.  Descomponemos en fracciones simples:

x2 + 4x – 21 = 0 

= + 8 x = A (x + 7) + B (x – 3)  8 A = ,  B = 

I = ∫ dx + ∫ dx = ln |x – 3| + ln |x + 7| + k

8. ∫ dx

∫ dx = ∫ dx = · ∫ dx = arc tg + k

9. Resuelve, por el método de sustitución, la integral:  ∫ dx

I = ∫ dx

Hacemos el cambio  = t 8 x = t2 8 dx = 2t dt

I = ∫ · 2t dt = 2 ∫ dx =
(1)

2 ∫ t2 – t + 2 – dt =

= 2 – + 2t – 2ln |t + 1|

(1) Dividimos  (t3 + t ) : (t + 2)  y expresamos de la forma:

= cociente + resto

Deshaciendo el cambio:  I = – x + 4 – 4ln ( + 1) + k√x√x√x32
3

dividendo
divisor

)t2

2
t3

3(
)2

t + 1(t + t3

1 + t
1 + t2

1 + t

√x

1 + x

1 + √x

1 + x

1 + √x

√3x
2

√3
6

√
—
3

—
2

√
—
3x(—)2 + 1
2

2

√3

1
4

1

3x2
— + 1
4

1
4

1
3x2 + 4

1
3x2 + 4

7
10

3
10

7/10
x + 7

3/10
x – 3

7
10

3
10

B
x + 7

A
x – 3

x
(x – 3)(x + 7)

x = –7

x = 3

x
x2 + 4x – 21

x
x2 + 4x – 21

1
x

1
x
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10. Aplica la integración por partes para calcular  ∫cos (ln x) dx.

I = ∫ cos (ln x) dx

I = x cos (ln x) + ∫ sen (ln x) dx
1442443

I1

I1 = x sen (ln x) – ∫ cos (ln x) dx
1442443

I

I = x cos (ln x) + x sen (ln x) – I 8 I = + k

11. De la función  f(x),  se sabe que:

f '(x) = ;  f (2) = 0

a) Determina  f .

b) Halla la primitiva de  f cuya gráfica pasa por el punto (0, 1).

a) f (x) = ∫ dx = 3∫ (x + 1)–2 dx = + k = + k

f (2) = + k = –1 + k 8 Como  f (2) = 0,  –1 + k = 0  8 k = 1

f (x) = + 1 = 

b) g (x) = ∫ dx = ∫ 1 + dx = x – 3ln |x + 1| + k

g (0) = 0 – 3ln |0 + 1| + k = k 8 Como  g (0) = 1,  k = 1.

La primitiva de  f que pasa por (0, 1) es  g (x) = x – 3ln |x + 1| + 1.

)–3
x + 1(x – 2

x + 1

x – 2
x + 1

–3
x + 1

–3
2 + 1

–3
x + 1

3(x + 1)–1

–1
3

(x + 1)2

3
(x + 1)2

x cos (ln x) + x sen (ln x)
2

1
sen (ln x) = u 8 — cos (ln x) dx = du

x
dx = dv 8 x = v

°§
¢
§
£

1
cos (ln x) = u 8 – — sen (ln x) dx = du

x
dx = dv 8 x = v

°§
¢
§
£
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12. De una función  f derivable en  Á,  sabemos que:

f '(x) = 

Halla  f sabiendo que  f(1) = 2.

f ' (x) = 8 f (x) = 8

8 f (x) = 

Para que  f sea derivable en  x = 0  y, por tanto, en  Á,  debe ser continua y, para
ello,  k = k '.

Además,  f (1) = –1 + k ' = 2  8 k' = 3  8 k = 3

Por tanto:

f (x) = 

13. ¿Cuáles de los siguientes apartados representan la gráfica de una función
f(x)  y la de una de sus primitivas  F(x)? 

Justifica tu respuesta.

a) Las funciones repre-
sentadas son  y = 3  e
y = 3x – 6,  que cum-
plen:

∫ 3 dx = 3x + k

Por tanto,  f (x) = 3,
y  F (x) = 3x – 6  es
una primitiva de  f.

b) Las funciones son:

y = –1  e  y = x + 1  8 ∫ –1 dx = –x + k

No corresponden a una función y su primitiva.

c) Las funciones son  y = x2 – 1  e  y = 2x.

∫ 2x dx = x2 + k.  Por tanto,  f (x) = 2x,  y una de sus primitivas es  F (x) = x2 – 1.

d) Las funciones son  y = –x2 – 1 + 4  e  y = –2x + 1  8 ∫ –2x + 1 dx = –x2 + x + k

No corresponden a una función y su primitiva.

x2 – x + 3 si  x < 0

–x + 3 si  x Ó 0

°
¢
£

x2 – x + k si  x < 0

–x + k ' si  x > 0

°
¢
£

∫ (2x – 1) dx si  x < 0

∫ –1 dx si  x > 0

°
§
¢
§
£

2x – 1 si  x < 0

–1 si  x Ó 0
°
¢
£

2x – 1 si  x < 0

–1 si  x Ó 0
°
¢
£

Unidad 12. Cálculo de primitivas 61

12UNIDAD

X

a)

c)

b)Y

X

Y

X

Y d)

X

Y



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


